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Resumo

A computação quântica é um novo paradigma computacional que explora o comporta-
mento quântico para realizar um processamento mais eficiente do que o processamento
baseado na lógica binária clássica. Este tutorial apresenta as bases da computação
quântica de forma didática com foco no modelo de circuitos quânticos, usa o algoritmo
de Grover como exemplo, descreve como implementar algoritmos quânticos e como pro-
gramar computadores quânticos da IBM usando a interface gráfica IBM Q Experience
e o kit de programação quântica Qiskit. Como pré-requisito, é necessário que o leitor
tenha conhecimento básico de Álgebra Linear e Python.

Abstract

Quantum computation is a new computational paradigm that exploits the quantum beha-
vior in order to perform a kind of processing that is more efficient than the processing
based on classical binary logic. This tutorial presents the foundations of quantum com-
putation in a didactic way with a focus on the quantum circuit model, uses the Grover
algorithm as an example, describes how to implement quantum algorithms, and how to
program IBM quantum computers using the graphical interface IBM Q Experience and
the quantum kit Qiskit. As a prerequisite, it is necessary that the reader has basic kno-
wledge of linear algebra and Python.

1.1. A base da computação clássica
A máquina de Turing é uma descrição abstrata de um modelo computacional útil para de-

terminar o que um computador pode calcular. A máquina tem um fita infinita dividida em

células onde podemos gravar 0, 1 ou deixar em branco. Ela tem um cabeçote que pode ler

uma célula, mudar o valor e depois se mover para uma das células vizinhas obedecendo a
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um programa. Este programa consiste de instruções básicas que determinam o movimento

do cabeçote e a escrita na fita condicionado ao que foi lido nas últimas células visitadas

e ao estado da máquina. O número de estados possı́veis deve ser finito. O programa é

executado recursivamente até que um comando de parada condicional é encontrado. Se

a máquina de Turing não para, não há um resultado da computação. Existem problemas

computacionais para os quais não é possı́vel fazer uma máquina de Turing que pare em

um tempo finito, como por exemplo o famoso problema da parada [11, 35, 39].

O modelo de circuitos lógicos se baseia em portas lógicas, que são dispositivos

que implementam funções booleanas básicas, como AND, OR e NOT. Este modelo tem

diversas vantagens do ponto de vista de implementação prática e desenvolvimento de

computadores e, em especial, na análise do processamento computacional e cálculo da

eficiência de um algoritmo. Um circuito lógico de n bits de entrada e 1 bit de saı́da é equi-

valente a uma tabela verdade de 2n linhas. Uma vez que cada linha pode ter duas saı́das (0

ou 1), um chip de n bits de um computador clássico pode calcular 22n
funções booleanas

diferentes. Combinando funções booleanas, podemos construir algoritmos com saı́das de

mais de 1 bit. Uma função booleana genérica de n variáveis pode ser colocada na forma

normal disjuntiva (FND) e pode ser convertida em um circuito lógico usando as portas

AND, OR e NOT. Uma vez que esta decomposição é útil no contexto da implementação

de algoritmos quânticos, vamos dar um exemplo de como obter a FND de uma tabela

verdade especı́fica. Fica evidente como se obtém o caso geral.

Seja f (a,b,c) uma função booleana de 3 bits definida pela seguinte tabela verdade:

a b c f (a,b,c)
0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 0

Para obter a FND, vamos focar nas saı́das iguais a 1. Como há 2 saı́das iguais a 1, vamos

escrever uma expressão booleana que é disjunção de 2 cláusulas conjuntivas com todas as

variáveis, isto é,

(a∧b∧ c)∨ (a∧b∧ c).

A primeira cláusula se refere a linha de entrada 001 e saı́da 1. Para que a cláusula tenha

saı́da 1, devemos negar as variáveis a e b, da seguinte forma, (ā∧ b̄∧ c). A segunda

cláusula se refere a linha de entrada 110 e saı́da 1. Para que a cláusula tenha saı́da 1,

devemos negar a variável c, da seguinte forma, (a∧b∧ c̄). A FND da tabela acima é

f (a,b,c) = (ā∧ b̄∧ c)∨ (a∧b∧ c̄).

Como este procedimento pode ser feito para uma tabela verdade genérica, concluı́mos

que {∧,∨,̄ } é um conjunto universal. O circuito lógico desta expressão booleana está

mostrado na figura 1.1.
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Figura 1.1. O circuito lógico da função booleana f (a,b,c).

A entrada fica à esquerda do circuito e é representada pelos bits a, b e c. À medida

que a informação se propaga para a direita, a porta NOT atua em 1 bit convertendo 0 em

1 e vice-versa. Cada porta AND e OR atua em mais de 1 bit gerando uma única saı́da

à direita, reduzindo sistematicamente de n de bits até 1 bit de saı́da (0 ou 1), que é o

valor de f (a,b,c). A redução sistemática do número de bits requer que (n− 1) bits de

informação sejam apagados e, pelas leis da termodinâmica, este processo gera calor por

ser um processo irreversı́vel [5, 21].

Entre algumas referências importantes no contexto do modelo de circuitos está a

dissertação de mestrado de Claude Shannon [33] e as referências [7, 8, 40].

Nas próximas seções, entramos no contexto quântico. Para adiantar o tema um

pouco e frisar algumas diferenças, a entrada e a saı́da de um circuito quântico têm o

mesmo tamanho e o processamento é reversı́vel. Para obter um circuito quântico que

implementa uma tabela verdade, devemos usar portas lógicas reversı́veis [38]. Como

veremos adiante, esta tarefa pode ser realizada através da porta Toffoli generalizada.

1.2. Origens e novidades da computação quântica
Um momento marcante no inı́cio da computação quântica foi a palestra Simulating Phy-
sics with Computers de Richard Feynman na conferência First Conference on the Physics
of Computation no MIT em 1981, quando ele incentivou os pesquisadores a buscarem um

computador que usasse os princı́pios da mecânica quântica para realização de cálculos,

em vez da lógica binária clássica. O principal argumento de Feynman se baseou no fato

de que a simulação clássica de sistemas quânticos cresce exponencialmente em função

do tamanho do sistema. A questão colocada foi que um computador cujo processamento

e memória exploram os fenômenos quânticos poderia simular eficientemente sistemas

quânticos. Ficou claro que existia uma difı́cil tarefa a ser realizada, pois todo o edifı́cio

da computação clássica teria que ser refeito a partir de uma nova base.

O primeiro andar ficou pronto em 1985 quando David Deutsch da Universidade

de Oxford descreveu formalmente a primeira máquina de Turing universal quântica, que

pode simular qualquer outro computador quântico [13]. Sabemos que a máquina de Tu-

ring clássica não é adequada para a implementação e o desenvolvimento de algoritmos

complexos. O modelo de circuitos e portas lógicas é mais adequado e serve de orientação

no momento do desenvolvimento de chips dos processadores. Esta observação também

é válida no contexto quântico. O modelo de circuitos e portas lógicas quânticas foi de-

senvolvido a partir de 1985 [14] e culminou no aparecimento do algoritmo de Shor para
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fatoração de números inteiros em tempo polinomial em 1994 [27, 30, 34].

A construção de computadores quânticos enfrenta enormes problemas de enge-

nharia para evitar erros quando o número de qubits aumenta [1]. Diversos laboratórios

de mecânica quântica construı́ram computadores quânticos universais com poucos qubits.

No entanto, somente a partir de 2017 e 2018, empresas como a IBM, Google e Microsoft

anunciaram a construção de computadores quânticos universais com dezenas de qubits.

Em 2019, a IBM anunciou um computador quântico comercial de 20 qubits para ser usado

em nuvem. Infelizmente, ainda não está claro se os erros estão sob controle. A curto prazo

acredita-se que computadores universais baseados em portas lógicas com poucas centenas

de qubits com ruı́dos estarão disponı́veis [31]. Entre as principais aplicações no escopo

destas máquinas podemos citar a simulação de sistemas quânticos, a simulação de quı́mica

quântica, a solução de alguns problemas de otimização, a programação linear, a aprendi-

zagem profunda quântica e a teoria de jogos quânticos [31]. Por exemplo, para simular o

comportamento de uma molécula de cafeı́na, o computador clássico deve ter da ordem de

1048 bits e o computador quântico da ordem de 160 qubits1. Infelizmente, a área de al-

goritmos quânticos requer uma quantidade maior de qubits lógicos estáveis e com pouco

ruı́do (mais de 1000 qubits já com correção de erros e tolerância a falhas). Isto deve de-

morar várias décadas para ser atingido. Por outro lado, as primeiras demonstrações de

supremacia quântica devem ocorrer em breve [9].

1.3. Qubit, portas lógicas e circuitos quânticos
Antes de definir o conceito de qubit (quantum bit), vamos fazer uma breve revisão de

álgebra linear. Existem diversas notações para mostrar que uma variável v é um vetor,

por exemplo, �v. Na computação quântica, a notação mais usada é a notação de Di-
rac: |v〉. Uma sequência de vetores é denotada por |v0〉, |v1〉, |v2〉 e assim por diante.

Na computação quântica, é muito frequente abusar desta notação e denotar a mesma

sequência por |0〉, |1〉, |2〉 e assim por diante. Referências adicionais que podem ser

usadas para esta seção são [32] e [43].

1.3.1. Breve revisão de álgebra linear na notação de Dirac

A base de um espaço vetorial de duas dimensões é constituı́da de dois vetores. Na notação

de Dirac, a base canônica é denotada por {|0〉, |1〉}, onde |0〉 e |1〉 são vetores bidimensi-

onais ortogonais, isto é, eles têm duas entradas ou componentes e o produto interno entre

|0〉 e |1〉 é 0. Estes vetores são dados por

|0〉=
(

1

0

)
e |1〉=

(
0

1

)
.

Na álgebra linear, esta base é chamada de base canônica. Na computação quântica, ela é

denominada base computacional.

Note que |0〉 não é o vetor nulo, mas sim o primeiro vetor da base canônica. O

vetor nulo é definido pelo vetor com todas as entradas nulas. No caso bidimensional ele é

1Veja a apresentação do prof. Ulisses Mello da IBM no Youtube.
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dado por (
0

0

)
sem nenhuma denominação especial na notação de Dirac.

Um vetor genérico do espaço vetorial bidimensional é obtido através de uma

combinação linear dos vetores da base e denotado por

|ψ〉= α|0〉+β |1〉,
onde α e β são números complexos. Estes números são as entradas do vetor |ψ〉, como

pode ser visto pela notação matricial

|ψ〉=
(

α
β

)
.

O vetor dual ao vetor |ψ〉 é denotado por 〈ψ| e é obtido transpondo o vetor |ψ〉 e

conjugando cada entrada. Usando a equação anterior, obtemos

〈ψ|= (
α∗ β ∗

)
,

que pode ser escrito como

〈ψ|= α∗〈0|+β ∗〈1|,
onde

〈0|= (
1 0

)
e 〈1|= (

0 1
)
.

Podemos ver o vetor dual 〈ψ| como uma matriz 1× 2 e o vetor |ψ〉 como uma matriz

2×1. Suponha que |ψ1〉 e |ψ2〉 sejam dois vetores bidimensionais dados por

|ψ1〉=
(

α
β

)
e |ψ2〉=

(
γ
δ

)
.

O produto interno de |ψ1〉 e |ψ2〉 é um número complexo denotado por
〈
ψ1

∣∣ψ2

〉
e definido

pelo produto matricial do vetor dual 〈ψ1| pelo vetor |ψ2〉, da seguinte forma:

〈
ψ1

∣∣ψ2

〉
=
(
α∗ β ∗

)(γ
δ

)
= α∗γ +β ∗δ .

Na notação de Dirac, o cálculo do produto interno é feito da seguinte maneira:〈
ψ1

∣∣ψ2

〉
= (α∗〈0|+β ∗〈1|) · (γ|0〉+δ |1〉) = α∗γ

〈
0
∣∣0〉+β ∗δ

〈
1
∣∣1〉= α∗γ +β ∗δ .

A norma do vetor |ψ1〉 é denotada por ‖|ψ1〉‖ e definida como

‖|ψ1〉‖=
√〈

ψ1

∣∣ψ1

〉
=
√
|α|2 + |β |2,

onde |α| é o valor absoluto de α , isto é

|α|=√α ·α∗.
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Se α = a+ bi, onde i é a unidade imaginária (i =
√−1), a é a parte real e b a parte

imaginária, então

|α|=
√

(a+bi) · (a−bi) =
√

a2 +b2.

Em espaços vetoriais reais, o produto interno é chamado de produto escalar e é dado por〈
ψ1

∣∣ψ2

〉
= ‖|ψ1〉‖ ‖|ψ2〉‖ cosθ ,

onde θ é o ângulo formado pelos vetores |ψ1〉 e |ψ2〉.
Usando estas definições, podemos mostrar que a base de vetores {|0〉, |1〉} é orto-

normal, isto é, os vetores |0〉 e |1〉 são ortogonais e têm norma 1, ou seja〈
0
∣∣0〉= 1,

〈
0
∣∣1〉= 0,

〈
1
∣∣0〉= 0,

〈
1
∣∣1〉= 1.

Uma forma algébrica de denotar ortonormalidade e de compactar as quatro últimas

equações em uma única é 〈
k
∣∣�〉= δk�,

onde k e � são bits e δk� é chamado de delta de Kronecker e definido como

δk� =

{
1, se k = �,

0, se k 	= �.

Para maior aprofundamento na área de álgebra linear, sugerimos as seguintes re-

ferências: [2, 37, 22]. Para uma compilação de resultados relevantes para a computação

quântica, sugerimos o apêndice A do livro [29] e a seção 2.1 do livro [27].

1.3.2. Qubit

A unidade básica de memória de uma computador clássico é o bit, que pode assumir os

valores 0 ou 1. Usualmente, o bit é implementado usando o potencial elétrico, seguindo a

convenção de que potencial elétrico nulo ou baixo representa o bit 0 e potencial elétrico

alto representa o bit 1. No final de um cálculo, é necessário medir o potencial elétrico

para determinar se a saı́da é o bit 0 ou o bit 1.

A unidade básica de memória de um computador quântico é o qubit. No final

da computação, uma medição do qubit retorna o valor 0 ou 1 da mesma forma que o bit

clássico. A diferença aparece durante a computação, pois o qubit admite a coexistência

simultânea dos valores 0 e 1. Durante a computação, isto é, antes da medição, o estado
de um qubit é representado por um vetor bidimensional de norma 1 e os estados de um

qubit correspondentes aos valores 0 e 1 são |0〉 e |1〉. O termo estado pode sempre ser

identificado com “um vetor de norma 1” e pode ser pensado como o “valor” do qubit antes

da medição. A coexistência quântica é representada matematicamente por uma soma de

vetores ortogonais da seguinte forma

|ψ〉= α|0〉+β |1〉,
onde α e β são números complexos que obedecem ao vı́nculo

|α|2 + |β |2 = 1.
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Isto é, o estado do qubit é o vetor |ψ〉 de norma 1 com as entradas α e β . Os números

complexos α e β são chamados de amplitudes do estado |ψ〉.
A coexistência dos bits 0 e 1 não pode ser implementada em um sistema fı́sico

clássico, pois não é possı́vel ter potencial elétrico baixo e alto ao mesmo tempo, como

todo mundo sabe. Na mecânica quântica, por mais incrı́vel que pareça, é possı́vel ter

um sistema quântico (usualmente microscópico) com potencial elétrico baixo e alto ao

mesmo tempo. Esta coexistência só pode ser mantida se o sistema quântico estiver iso-

lado do meio ambiente macroscópico ao redor. Quando medimos o sistema quântico para

determinar o valor do potencial elétrico, o aparelho de medição inevitavelmente influen-

cia irreversivelmente no valor do potencial elétrico gerando um resultado estocástico, que

é potencial elétrico baixo ou alto, similar ao bit clássico. Ou seja, a coexistência só é

mantida quando ninguém estiver observando. Note que a mecânica quântica é uma teoria
cientı́fica, isto é, suas leis e resultados podem ser testados de forma objetiva em labo-

ratório. Além disso, leis e afirmações desnecessárias são sumariamente descartadas. Por-

tanto, a afirmação “a coexistência só é mantida quando ninguém estiver observando” tem

consequências práticas e é uma afirmação testada e re-testada por mais de 100 anos em

milhares de laboratórios de mecânica quântica no mundo. Por outro lado, teorias alterna-

tivas mais palatáveis classicamente, que poderiam ajudar na compreensão ou visualização

da superposição quântica, foram descartadas por testes experimentais.

Do ponto de vista computacional, podemos ter um qubit em superposição e usar

este fato em um circuito. Por exemplo, o circuito

|ψ〉 0 ou 1

indica que o “valor” inicial do qubit é |ψ〉 e esta informação foi transmitida inalterada da

esquerda para a direita até que uma medição do potencial elétrico foi feita, como indicado

pelo medidor (o visor de um voltı́metro). O resultado da medição é 0 ou 1. A informação

clássica é mostrada pela linha dupla. Se o estado do qubit for |0〉, uma medição resulta

necessariamente em 0 e se o estado do qubit for |1〉, uma medição resulta necessariamente

em 1. No caso geral, se o estado do qubit for α|0〉+β |1〉, uma medição resulta em 0 com

probabilidade |α|2 e em 1 com probabilidade |β |2, como mostrado no circuito

α|0〉+β |1〉
{

0, com probabilidade |α|2,
1, com probabilidade |β |2.

A saı́da pode ser vista com um histograma da distribuição de probabilidades. É importante

repetir o fato de que α e β são chamados de amplitudes do estado α|0〉+ β |1〉 e são

números que podem ser negativos e ter parte imaginária. Por outro lado, |α|2 e |β |2 são

números reais positivos no intervalo [0,1] e são chamados de probabilidades. Confundir

amplitude com probabilidade gera erros imperdoáveis.

O estado de um qubit pode ser caracterizado por dois ângulos θ e ϕ da seguinte

maneira:

|ψ〉= cos
θ
2
|0〉+ eiϕ sin

θ
2
|1〉,

onde 0 ≤ θ ≤ π e 0 ≤ ϕ < 2π . Esta notação mostra que existe uma correspondência

biunı́voca entre o conjunto de estados de 1 qubit e pontos na superfı́cie de uma esfera de
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raio 1, chamada esfera de Bloch. Os ângulos θ e ϕ são ângulos esféricos que descrevem

a posição do estado |ψ〉, como mostrado na figura 1.2. O ponto na esfera de Bloch é

descrito por um vetor tridimensional de entradas reais dado por⎛
⎝sinθ cosϕ

sinθ sinϕ
cosθ

⎞
⎠ .

A figura 1.2 mostra a posição dos estados |0〉 e |1〉, cujos ângulos esféricos são (θ ,ϕ) =
(0,0) e (θ ,ϕ) = (π,0).

x

y

z

1

0

Figura 1.2. Esfera de Bloch (Fonte: Wikipedia)

1.3.3. Portas lógicas quânticas de 1 qubit

Uma porta lógica de 1 qubit é uma matriz quadrada2 bidimensional unitária. Uma matriz

de duas dimensões U é unitária se a multiplicação de U por um vetor de norma 1 arbitrário

resulta em um vetor de norma 1. Mais formalmente, seja |ψ ′〉 = U |ψ〉, onde |ψ〉 é um

vetor bidimensional de norma 1. Se U for uma matriz unitária, então |ψ ′〉 tem norma 1.

Por exemplo, a matriz de Hadamard

H =
1√
2

[
1 1

1 −1

]

é unitária. Portanto, a multiplicação de H pelos vetores da base tem que dar vetores de

norma 1. De fato,

H|0〉 = H
(

1

0

)
=

1√
2

(
1

1

)
=

1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉.

Note que o vetor resultante tem norma 1. Vamos denotar este vetor por |+〉, isto é

|+〉= 1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉.

2É muito comum o uso do termo operador no lugar de matriz quadrada.
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A multiplicação de H por |1〉 resulta no vetor |−〉 definido como

|−〉= 1√
2
|0〉− 1√

2
|1〉,

que também tem norma 1. Estes cálculos são importantes para saber a saı́da da porta H.

Se a entrada for |0〉, a saı́da será |+〉. Se a entrada for |1〉, a saı́da será |−〉. Se a entrada

for uma superposição de |0〉 e |1〉, a saı́da será a mesma superposição de |+〉 e |−〉.
Verificar que a multiplicação de H pelos vetores de uma base ortonormal resulta

em vetores de norma 1 não é suficiente para mostrar que H é uma matriz unitária. Além

disso, é necessário mostrar que os vetores resultantes são ortogonais, isto é, mostrar que〈− ∣∣+〉
= 0.

Um circuito quântico é uma forma pictórica de descrever um algoritmo quântico.

O qubit de entrada fica à direita e a informação flui inalterada da esquerda para a direita

até encontrar uma porta lógica. A porta lógica recebe a entrada pela esquerda, processa a

informação, e ela sai pela direita e continua seu fluxo. O processamento da porta é feito

pela multiplicação da matriz unitária que representa a porta pelo vetor que representa o

estado do qubit na entrada. Por exemplo, a expressão |+〉 = H|0〉 é representada pelo

seguinte circuito:

|0〉 H |+〉.

A entrada é o vetor |0〉, que é transportado inalterado pelo fio até a porta H, que age ou

atua na entrada e a transforma em |+〉, que é transportado até a saı́da à direita. A ação ou

atuação de uma porta é calculada pelo produto matricial da matriz que representa a porta

pelo vetor de entrada. Portanto, o resultado da computação é o vetor |+〉. Se ao final da

computação fizermos uma medição, a representação é

|0〉 H

{
0, com probabilidade 1

2 ,

1, com probabilidade 1
2 .

A medição de 1 qubit no estado |+〉 resulta em 0 com probabilidade 1/2 ou 1 com a

mesma probabilidade. A figura 1.3 mostra o histograma da distribuição de probabilidades

gerado no Qiskit com duas iterações.

Figura 1.3. Histograma da distribuição de probabilidades da porta H
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Neste ponto já podemos usar o simulador de circuitos quânticos (composer) do

computador quântico IBM Q 5 Tenerife [ibmqx4] e semelhantes disponibilizado pela

IBM. Após abrir a página eletrônica da IBM3, o usuário deve se registrar para usar este si-

mulador. O composer do IBM Q 5 é muito simples, pois podemos pegar as portas lógicas

disponibilizadas e arrastar para o circuito. Vamos nos restringir a um uso bem básico no

momento. A figura 1.4 mostra o circuito da porta H já pronto no composer. Este circuito

pode ser facilmente feito, pegando a porta H no conjunto de portas à direita e arrastando

para o primeiro qubit do circuito. Em seguida devemos arrastar o medidor e soltá-lo de-

pois da porta H. A seta do medidor indica que a saı́da foi direcionada para um registrador

clássico.

Figura 1.4. Exemplo de circuito usando a portaH e ummedidor (Reprint Courtesy
of IBM Corporation ©)

Depois do circuito pronto, temos duas opções: (1) rodar o programa no computa-

dor quântico clicando em Run ou (2) simular o programa clicando em Simulate . Para

que o resultado saia rápido, é melhor usar a segunda opção. A saı́da da execução está

mostrada na figura 1.5. O resultado 00001 foi obtido com probabilidade 0.520 e o resul-

tado 00000 com probabilidade 0.480. Os quatro primeiros bits devem ser descartados,

pois se referem aos qubits que não foram usados. A saı́da usa a ordem dos bits menos

significativos à direita, como é usual na computação clássica. Por default, o composer
roda o experimento 100 vezes e mostra o histograma da distribuição de probabilidades. O

resultado 00001 foi obtido 52 vezes e 00000 foi obtido 48 vezes. Teoricamente, o resul-

tado mais provável é 50 vezes cada, porém resultados próximos de 50 têm probabilidades

não-desprezı́veis e ocorrem com frequência. Para obter resultados mais próximos de 0.5,

temos que aumentar o número de repetições (shots) clicando caixa -◦—
—◦-
-◦— no lado direito

da caixa Simulate .

Se o usuário optar pela opção Run , a tarefa entra na fila e pode demorar mais de

1 dia. Além disso, o usuário gasta unidades. A saı́da do computador quântico usualmente

é diferente do simulador, pois os erros degradam os resultados. Aumentar o número

de repetições não garante que a distribuição de probabilidades tenda para a distribuição

correta. É importante usar o simulador antes para testar a corretude do circuito com

algumas casas decimais.

3https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx/editor
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Figura 1.5. Saı́da do circuito usando a porta H e um medidor (Reprint Courtesy
of IBM Corporation ©)

Um exemplo mais simples do que o anterior é a porta X dada pela matriz

X =

[
0 1

1 0

]
.

X é a porta NOT quântica, pois |1〉= X |0〉 e |0〉= X |1〉. Podemos verificar estas equações

através da multiplicação matricial de X com |0〉 e |1〉. De forma mais compacta, podemos

escrever | j⊕1〉= X | j〉, onde ⊕ é a operação XOR ou soma módulo 2. Por causa disto, a

porta X também é representada como ⊕. Um circuito usando a porta X é

|0〉 X 1 com probabilidade 1.

A simulação no composer deverá resultar em uma única saı́da com probabilidade 1. Aqui

vai uma dica sobre o composer: Se você quiser apagar uma porta colocada no circuito, cli-

que na porta e arraste para a lixeira que aparece no momento em que começamos arrastar.

Se não quiser aproveitar o circuito anterior, faça um novo.

Agora podemos fazer um experimento mais complexo. Como gerar uma

superposição tal que as amplitudes do estado α|0〉+β |1〉 sejam diferentes? Por exemplo,

como gerar o estado α|0〉+β |1〉 tal que |α|2 = 25% e |β |2 = 75%? A resposta é usar a

porta U3, que só aparece no composer depois de clicar na caixa Advanced . A expressão

algébrica desta porta é

U3(θ ,φ ,λ ) =
[

cos θ
2 −eiλ sin θ

2

eiφ sin θ
2 ei(λ+φ) cos θ

2

]
.

Portanto, aplicando a porta U3(θ ,0,0) no estado |0〉, obtemos

U3(θ ,0,0)|0〉= cos
θ
2
|0〉+ sin

θ
2
|1〉.

Devemos escolher θ = 2π/3, pois sin2(π/3) = 3/4. Para digitar os ângulos no composer,

podemos usar π como entrada. Por exemplo, θ = 2π/3 pode ser digitado como “2*pi/3”.

Os outros ângulos devem ser zero.

U3 é uma porta coringa, pois ela substitui todas as outras portas de 1 qubit. In-

felizmente, este porta é perfeita demais para ser verdade. Por exemplo, poderı́amos a

princı́pio escolher θ tão pequeno quanto desejarmos a um custo de uma única porta. No
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mesmo contexto, o composer disponibiliza duas outras portas de 1 qubit usando ângulos

arbitrários, que são

U1(λ ) =
[

1 0

0 eiλ

]
, U2(φ ,λ ) =

1√
2

[
1 −eiλ

eiφ ei(λ+φ)

]
.

Note que U1(λ ) =U3(0,0,λ ) e U2(φ ,λ ) =U3(π/2,φ ,λ ).

Para a determinação da complexidade computacional de um algoritmo, temos que

nos restringir a um conjunto finito de portas de 1 qubit, por exemplo, ao conjunto de portas

quando não clicamos na caixa Advanced . As portas de 1 qubit disponı́veis no composer
sem clicar na caixa Advanced são

id =

[
1 0

0 1

]
, X =

[
0 1

1 0

]
, Y =

[
0 −i
i 0

]
, Z =

[
1 0

0 −1

]

conhecidas como matrizes de Pauli,

H =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
, S =

[
1 0

0 i

]
, S† =

[
1 0

0 −i

]
, T =

[
1 0

0 e
iπ
4

]
, T † =

[
1 0

0 e−
iπ
4

]

conhecidas como porta Hadamard, porta fase, porta fase conjugada, porta π/8 ou porta T
e sua conjugada. O sı́mbolo † é a notação da matriz transposta conjugada (transponha a

matriz e conjugue cada entrada). Os números complexos e±
iπ
4 são iguais a

e±
iπ
4 =

1± i√
2
.

Todo circuito quântico sem os medidores tem uma forma algébrica equivalente.

Por exemplo, se A, B e C são portas de 1 qubit, o circuito

|0〉 A B C |ψ〉

tem a seguinte expressão algébrica equivalente

|ψ〉 = C ·B ·A · |0〉,

onde a operação · é o produto matricial, que usualmente é omitido. Note que a expressão

algébrica equivalente ao circuito tem a ordem inversa das portas. Portanto, o circuito

acima também pode ser mostrado como

|0〉 CBA |ψ〉,

onde CBA é uma matriz 2×2. Por exemplo, os seguintes circuitos são equivalentes:

H X H = Z ,

pois Z = HXH. A expressão algébrica equivalente pode ser usada para prever a saı́da do

circuito.
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Exercı́cio 1. Mostre que |�⊕1〉 = X |�〉, (−1)�|�〉 = Z|�〉, (−1)�i |�⊕1〉 = Y |�〉 onde � é
um bit.

Exercı́cio 2. Calcule H · |0〉, Z ·H · |0〉, S ·H · |0〉, Z ·S ·H · |0〉. Ache os pontos na esfera
de Bloch que correspondem a estes vetores.

Exercı́cio 3. Usando o composer da IBM e a tecla Simulate , obtenha a saı́da do seguinte
circuito:

|0〉 X

Mostre que o resultado está correto.

Exercı́cio 4. Usando o composer da IBM e a tecla Simulate , obtenha a saı́da do seguinte
circuito:

|0〉 X H

O resultado deveria dar necessariamente 0 com probabilidade 0.5 e 1 com probabilidade
0.5?

Exercı́cio 5. PARTE 1. Usando o composer da IBM e a tecla Simulate , tente mostrar
que os seguintes circuitos não são equivalentes:

H 	= H Z .

Atenção: você deve usar apenas resultados de simulações (não faça cálculos). Você
concluiu que os circuitos não são equivalentes? Veja nota de rodapé4.

PARTE 2. Calcule algebricamente a saı́da de ambos circuitos sem o medidor e
mostre que as distribuições de probabilidades são iguais.

PARTE 3. Coloque uma porta H no final de ambos circuitos da seguinte forma:

H H 	= H Z H ,

e conclua que os circuitos originais não são equivalentes usando o composer (sem fazer
cálculos).

Exercı́cio 6. Mostre algebricamente que a saı́da do circuito

|0〉 H T H

é √
2+1+ i
2
√

2
|0〉+

√
2−1− i
2
√

2
|1〉.

Compare a previsão teórica com o resultado do composer da IBM.

Exercı́cio 7. a) Obtenha a porta H a partir de U2(φ ,λ ) e U3(θ ,φ ,λ ).

b) Obtenha as portas X, Y e Z a partir de U3(θ ,φ ,λ ).

c) Obtenha as portas S, S†, T e T † a partir de U1(λ ).
4Se você concluiu que os circuitos são equivalentes ou não são equivalentes em qualquer caso a sua

conclusão está errada, pois teoricamente as distribuições de probabilidades são iguais e não dá para concluir

nada a partir dos resultados do composer.
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1.3.4. Estados quânticos de 2 ou mais qubits

O estado de 2 qubits é descrito por um vetor de norma 1 que pertence a um espaço vetorial

de 4 dimensões, pois após a medição dos qubits podemos ter 4 resultados: 00, 01, 10,

11. O primeiro bit se refere ao primeiro qubit e o segundo bit ao segundo qubit, ou

seja, adotamos a convenção inversa de representar o bit mais significativo à esquerda5.

Seguindo as leis da mecânica quântica, devemos indexar a base canônica com os possı́veis

resultados da seguinte forma:

|00〉=

⎛
⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎠ , |01〉=

⎛
⎜⎜⎝

0

1

0

0

⎞
⎟⎟⎠ , |10〉=

⎛
⎜⎜⎝

0

0

1

0

⎞
⎟⎟⎠ , |11〉=

⎛
⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞
⎟⎟⎠ .

No caso clássico, podemos ter dois bits com valores 00 ou 01 ou 10 ou 11 de

forma exclusiva. No caso quântico, o estado de 2 qubits é uma superposição da forma

|ψ〉= a0|00〉+a1|01〉+a2|10〉+a3|11〉,

onde a0, a1, a2 e a3 são números complexos. A medição dos qubits resulta em 00 ou

01 ou 10 ou 11 de forma exclusiva e estocástica. Isto é, não há como saber qual será o

resultado da medição mesmo conhecendo |ψ〉. Porém, se conhecemos |ψ〉 então sabemos

quais são as probabilidades:

prob(00) = |a0|2 ,
prob(01) = |a1|2 ,
prob(10) = |a2|2 ,
prob(11) = |a3|2 .

Se não conhecemos o estado |ψ〉 de 2 qubits, uma única medição não permite a

determinação de |ψ〉, isto é, a determinação dos coeficientes a0, a1, a2 e a3. Existe

um teorema importante na computação quântica conhecido como teorema da não-
clonagem [15, 28, 42], que é formulado da seguinte maneira:

Teorema. Não é possı́vel criar uma cópia idêntica de um estado quântico desconhecido.

Este teorema restringe severamente qualquer possibilidade de determinação de |ψ〉
através de medições. No entanto, se pudermos gerar |ψ〉 novamente, por exemplo, através

de um circuito, podemos repetir o processo todo diversas vezes e obter uma aproximação

para prob(00), prob(01), prob(10) e prob(11). Por exemplo, repetindo 1000 vezes, po-

demos determinar estas probabilidades com 2 dı́gitos precisos. Infelizmente, ainda assim

não podemos determinar |ψ〉 exatamente, pois conhecer |a0|2 não permite determinar a0

5O gráfico de probabilidades da saı́da do composer da IBM adota a ordem usual (bits menos significati-

vos à direita).

38º Jornada de Atualização em Informática (JAI) 
XXXIX Congresso da Sociedade Brasileira de Computação 

Belém - PA, 15 a 18 de julho de 2019

14



exatamente. Pode parecer que isto não merece importância—falso. Vamos dar um exem-

plo crı́tico. Suponha que

prob(00) =
1

2
, prob(01) = 0, prob(10) = 0, prob(11) =

1

2
.

Temos pelos menos duas possibilidades para |ψ〉:

|ψ1〉= |00〉+ |11〉√
2

e |ψ2〉= |00〉− |11〉√
2

.

Note que |ψ1〉 e |ψ2〉 são ortogonais. Isto mostra que podemos cometer um erro sério e

dificulta a verificação da equivalência de circuitos usando implementações no composer.

Neste ponto, a seguinte questão é relevante: Suponha que o estado |ψ〉 de 2 qubits

é conhecido, é possı́vel determinar o estado de cada qubit? A resposta é “depende de

|ψ〉”. Se |ψ〉 for um dos estados da base computacional então sabemos o estado de cada

qubit. Por exemplo, suponha que |ψ〉= |10〉. Temos que fatorar |ψ〉 da seguinte forma:

|10〉 = |1〉|0〉 = |1〉⊗ |0〉,
onde ⊗ é chamado de produto de Kronecker. Quando a fatoração é bem sucedida, sabe-

mos o estado de cada qubit. Neste caso, o primeiro qubit está no estado |1〉 e o segundo

no estado |0〉. Quando escrevemos |1〉|0〉, o produto de Kronecker fica subentendido.

O produto de Kronecker6 de dois vetores ou duas matrizes é definido da seguinte

forma. Seja A uma matriz m×n e B uma matriz p×q. Então

A⊗B =

⎡
⎢⎣

a11B · · · a1nB
. . .

am1B · · · amnB

⎤
⎥⎦ .

A dimensão da matriz resultante é mp× nq. O produto de Kronecker dos vetores bidi-

mensionais |1〉 e |0〉 é calculado interpretando estes vetores como matrizes 2×1 e é dado

por

|1〉⊗ |0〉=
[

0

1

]
⊗
[

1

0

]
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

[
1

0

]

1

[
1

0

]
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎛
⎜⎜⎝

0

0

1

0

⎞
⎟⎟⎠= |10〉.

Note que o produto de Kronecker não é comutativo. Por exemplo, |1〉⊗ |0〉 	= |0〉⊗ |1〉.
As leis da mecânica quântica afirmam que se o estado do primeiro qubit for |ψ1〉

e o estado do segundo qubit for |ψ2〉 então o estado |ψ〉 do sistema composto é

|ψ〉= |ψ1〉⊗ |ψ2〉.
6Existe uma formulação mais abstrata do produto de Kronecker que é denominada produto tensorial.

Neste curso, usamos estes termos como sinônimos. A notação A⊗B é lida da forma “A tensor B”, no

entanto os termos tensor e produto tensorial não têm nenhuma relação com tensores (generalização de

matrizes) ou produto de tensores.
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Sempre podemos obter o estado do sistema composto quando conhecemos os estados das

partes. Porém, a direção inversa não é possı́vel em geral. Por exemplo, suponha que o

estado de 2 qubits seja

|ψ〉= |00〉+ |11〉√
2

.

Queremos encontrar estados de 1 qubit |ψ1〉= α|0〉+β |1〉 e |ψ2〉= γ|0〉+δ |1〉 tal que

|00〉+ |11〉√
2

= (α|0〉+β |1〉)⊗ (γ|0〉+δ |1〉).

Expandindo o lado direito e igualando os coeficientes, obtemos o seguinte sistema de

equações:

αγ =
1√
2
,

αδ = 0,

βγ = 0,

βδ =
1√
2
.

Como este sistema de equações não admite nenhuma solução, o estado |ψ〉 de 2 qubits

não pode ser escrito como o produto de Kronecker de estados de 1 qubit. Aqui vai mais

uma estranheza quântica:

Fato. Um sistema quântico composto pode estar em um estado bem definido enquanto
que as partes do sistema não têm nenhum estado definido.

Um estado quântico de um sistema composto que não pode ser fatorado usando o

produto de Kronecker é chamado estado emaranhado. Os estados emaranhados são muito

importantes na computação quântica, pois sem eles o poder computacional do computador

quântico seria o mesmo do computador clássico. No entanto, é importante frisar que a

presença de um estado emaranhado em um algoritmo quântico para resolver um problema

não garante que este algoritmo é mais eficiente do que um algoritmo clássico para o

mesmo problema.

Podemos generalizar a discussão desta seção para n qubits, onde n ≥ 1. A base

computacional é constituı́da por vetores de 2n entradas

|0 · · ·00〉=

⎛
⎜⎜⎜⎝

1

0
...

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , |0 · · ·01〉=

⎛
⎜⎜⎜⎝

0

1
...

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , · · · , |1 · · ·11〉=

⎛
⎜⎜⎜⎝

0

0
...

1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Note que o número de cadeias de bits é 2n. Cada cadeia pode ser escrita na notação

decimal como

|0 · · ·00〉= |0〉, |0 · · ·01〉= |1〉, |0 · · ·10〉= |2〉, ... |1 · · ·11〉= |2n−1〉.
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Um estado genérico pertence a um espaço vetorial de 2n dimensões, e, na notação decimal,

ele é escrito como

|ψ〉= a0 |0〉+a1 |1〉+a2 |2〉+ · · ·+a2n−1 |2n−1〉,
onde

|a0|2 + |a1|2 + |a2|2 + · · ·+ |a2n−1|2 = 1.

Após uma medição dos n qubits, obtemos como resultado uma cadeia de n bits de forma

estocástica. O resultado é a cadeia 0 · · ·00 com probabilidade |a0|2 ou é a cadeia 0 · · ·01

com probabilidade |a1|2 e assim por diante.

Um vetor da base computacional de n qubits pode ser escrito como produto de

Kronecker de n vetores de 1 qubit. Por exemplo, no caso de n = 3 qubits, podemos obter

o segundo vetor da base computacional através do produto de Kronecker da seguinte

maneira:

|0〉⊗ |0〉⊗ |1〉 =

[
1

0

]
⊗
[

1

0

]
⊗
[

0

1

]
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

0

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= |001〉.

Na notação decimal, |0〉 pode ser confundido com o estado de 1 qubit. Para evitar

a confusão, temos que saber qual é o número de qubits em questão. Por exemplo, se |0〉
se refere ao estado de 3 qubits na notação decimal, então a descrição deve ser convertida

para |000〉.

Exercı́cio 8. Mostre que |0〉⊗ |1〉 	= |1〉⊗ |0〉 (⊗ não é comutativo) e (|0〉⊗ |1〉)⊗|1〉 =
|0〉⊗ (|1〉⊗ |1〉). (⊗ é associativo)

Exercı́cio 9. Por definição, M⊗n = M⊗ ·· · ⊗M (n termos), onde M é uma matriz de
qualquer dimensão. Calcule I⊗3

2 , X⊗3, I2⊗X, X⊗ I2, I2⊗Z, Z⊗ I2.

Exercı́cio 10. Diga se é verdadeiro ou falso: a)
〈
01
∣∣10

〉
= 1, b)

〈
101

∣∣111
〉
= 1, c)

〈
+
∣∣−〉

= 1, d)
〈
0
∣∣+〉

= 0, e)
〈
10
∣∣++

〉
= 1/2, f)

〈
++

∣∣+−〉= 0, g)
〈
111

∣∣−−+
〉
=−1/2.

Exercı́cio 11. Seja ∗ o produto de números, · o produto matricial e ⊗ o produto de Kro-
necker. Diga se é verdadeiro ou falso ou inconsistente: a)

〈
01
∣∣10

〉
=

〈
0
∣∣1〉 ∗ 〈1

∣∣0〉,
b) |0〉〈1| = |0〉 ∗ 〈1|, c) |0〉〈1| = |0〉 · 〈1|, d) |0〉〈1| = |0〉 ⊗ 〈1|, e) |+〉〈−| = |−〉〈+|,
f) (|0〉〈1|) · |1〉= |0〉(〈1

∣∣1〉), g) H · (|0〉〈1|) = |+〉 · 〈1|.

1.3.5. Portas lógicas quânticas de 2 qubits

A porta de 2 qubits mais importante é a porta CNOT ou porta NOT controlada, também

representada por C(X) ou cX . Ela é definida pela expressão

CNOT |k〉|�〉= |k〉Xk|�〉,
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e é representada pelo circuito

|k〉 • |k〉

|�〉 Xk|�〉.
No circuito acima, |k〉 e |�〉 são estados da base computacional de 1 qubit. O estado do

primeiro qubit não muda após a aplicação da porta CNOT. O estado do segundo qubit só

muda se o valor de k for 1. Neste caso a saı́da é X |�〉 = |�⊕1〉. Se k = 0 então X0 = I2

e I2|�〉 = |�〉, onde I2 é a matriz identidade 2× 2. A definição que acabamos de mostrar

descreve a atuação da porta CNOT na base computacional de 2 qubits. Na álgebra linear,

esta definição está completa, pois para saber a atuação da porta CNOT em um vetor que

é uma superposição de vetores da base computacional usamos a linearidade desta porta.

Por exemplo, no circuito abaixo a entrada do primeiro qubit está em superposição:

|0〉+|1〉√
2

• |00〉+|11〉√
2

.

|0〉

⎫⎬
⎭

Como calcular a saı́da? A melhor maneira de determinar a saı́da é usar um cálculo

algébrico. Após usar a distributividade do produto de Kronecker, a entrada pode se escrita

como |0〉+ |1〉√
2

⊗|0〉 =
1√
2
|0〉⊗ |0〉+ 1√

2
|1〉⊗ |0〉 =

|00〉+ |10〉√
2

.

Para calcular a atuação da porta CNOT em uma soma de vetores, usamos a linearidade do

produto matricial (denotado por · ), isto é,

CNOT ·
( |00〉+ |10〉√

2

)
=

1√
2

CNOT · |00〉+ 1√
2

CNOT · |10〉.

As notações CNOT · |00〉 ou CNOT|00〉 denotam a multiplicação da matriz CNOT pelo

vetor |00〉. A matriz CNOT é

CNOT =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎤
⎥⎥⎦ .

Podemos confirmar que a saı́da é
|00〉+ |11〉√

2
.

Como este resultado é um estado emaranhado, não podemos fatorá-lo e portanto não pode-

mos escrever uma saı́da para cada qubit. Após a medição, a saı́da é 00 com probabilidade

1/2 ou 11 com probabilidade 1/2.

Para gerar o circuito acima no composer da IBM, vamos usar o backend ibmqx2,

cujo mapa de conectividade está mostrado no lado direito da figura 1.6. O usuário pode

selecionar o backend no composer da IBM ao criar uma nova simulação. O mapa descreve

como os qubits interagem e deve ser usado no momento de fazer uma porta CNOT con-

trolada. É possı́vel construir um CNOT com controle no qubit 0 e alvo no qubit 1, porém
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Figura 1.6. Mapa de conectividade do chip do IBM Q 5 Yorktown [ibmqx2] (es-
querda), Tenerife [ibmqx4] (direita) e o chip fı́sico (centro) com cerca de 5mm

não é possı́vel inverter esta ordem diretamente7. Certamente não é possı́vel construir um

CNOT entre qubits que não são vizinhos.

Como os qubits do ibmqx2 estão inicialmente no estado |0〉, temos que usar uma

porta H no primeiro qubit para gerar a superposição (|0〉+ |1〉)/2. Portando, devemos

implementar a expressão

CNOT · (H⊗ I)

como mostrado na figura 1.7.

Figura 1.7. Circuito usando as portas H e CNOT (Reprint Courtesy of IBM Corporation ©)

O controle da porta CNOT é o qubit q[0] e o alvo é o qubit q[1]. Para fazer um

CNOT arrastamos a porta +© até o segundo qubit (q[1]) e levamos o controle até o primeiro

qubit (q[0]). É importante usar o backend ibmqx2, pois não é possı́vel fazer um CNOT

com controle no primeiro qubit no backend ibmqx4. No final do algoritmo, devemos

colocar as portas de medição representadas pelo visor do voltı́metro. Automaticamente é

gerado um programa Qasm (Quantum assembly language) que pode ser visto clicando em

〈 〉 ou em Switch to Qasm Editor. Em diversas situações é melhor lidar com o programa

Qasm em vez da interface gráfica, por exemplo, quando queremos introduzir uma porta

no começo do circuito, pois arrastar muitas portas na interface é trabalhoso.

A saı́da de uma simulação com 100 repetições está mostrada na figura 1.8. Como

vimos antes, o resultado é um histograma da distribuição de probabilidades que é gerado

7Existe um truque baseado na fórmula CNOT01 = (H⊗H)CNOT10(H⊗), que inverte a ordem do con-

trole e alvo, onde a notação CNOT01 é um CNOT com controle no qubit 0 e alvo no qubit 1.
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Figura 1.8. Saı́da do circuito usando as portas H e CNOT (Reprint Courtesy of
IBM Corporation ©)

por 100 repetições. A figura mostra que o resultado q[4]q[3]q[2]q[1]q[0]=00011 foi ob-

tido com probabilidade 0.48 e o resultado q[4]q[3]q[2]q[1]q[0]=00000 foi obtido com

probabilidade 0.52. No nosso caso, devemos descartar os qubits q[2], q[3] e q[4]. Por-

tanto, o resultado mostra que o algoritmo retornou 00 com probabilidade 0.52 e 11 com

probabilidade 0.48, que são resultados próximos de 1/2 como era esperado em função do

cálculo analı́tico.

O próximo exemplo é mais simples do que o anterior. Considere o seguinte cir-

cuito sem a medição ao final:

|0〉 H |+〉
|0〉 H |+〉.

Como calcular a saı́da? Usualmente, a forma algébrica é a mais simples. A forma

algébrica do circuito acima é (H⊗H)|00〉. O cálculo é executado da seguinte forma:

(H⊗H)|00〉 = (H⊗H) · (|0〉⊗ |0〉) = (H|0〉)⊗ (H|0〉) = |+〉⊗ |+〉.

Na segunda igualdade, usamos a seguinte propriedade do produto de Kronecker:

(A⊗B) · (|ψ1〉⊗ |ψ2〉) = (A|ψ1〉)⊗ (B|ψ2〉),

que é válida para quaisquer matrizes A e B e vetores |ψ1〉 e |ψ2〉 desde que as dimensões

dos vetores sejam compatı́veis com as dimensões correspondentes das matrizes. Se A é

uma matriz k× k e B uma matriz �× � então |ψ1〉 tem que ter k entradas e |ψ2〉 tem que

ter � entradas. Portanto a saı́da do circuito é

|+〉⊗ |+〉 =
|0〉+ |1〉√

2
⊗ |0〉+ |1〉√

2
=
|0〉+ |1〉+ |2〉+ |3〉

2
.

Vamos ver mais um exemplo simples. Considere o seguinte circuito sem a

medição ao final:

|0〉 H |+〉
|0〉 |0〉.
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Como calcular a saı́da usando a expressão algébrica equivalente? A dica é usar o seguinte

circuito equivalente:

|0〉 H |+〉
|0〉 id |0〉,

onde id é a matriz identidade de duas dimensões também representada como I2. O

cálculo algébrico é feito da seguinte forma:

(H⊗ I2)|00〉 = (H|0〉)⊗ (I2|0〉) = |+〉⊗ |0〉 =
|00〉+ |10〉√

2
.

O circuito de 2 qubits mais geral possı́vel é

|0〉
A

0 ou 1

|0〉 0 ou 1,

onde A é uma matriz unitária 4×4. Relembrando, a matriz A é unitária se a ação de A em

um vetor de norma 1 genérico resulta em um vetor de norma 1. Existem várias maneiras

algébricas de verificar se A é uma matriz unitária: (1) As colunas de A tem que ser vetores

de norma 1 ortogonais entre si, ou (2) a multiplicação de A pela sua transposta conjugada

tem que dar a matriz identidade, isto é, A ·A† = I.

Quando convertemos um circuito quântico na sua expressão algébrica equivalente,

devemos usar o produto de Kronecker para portas na mesma coluna e o produto matricial

para portas na mesma linha ou em sequência, no entanto, devemos inverter a ordem das

portas no segundo caso. Por exemplo, a expressão algébrica equivalente ao circuito

|0〉 A B
D |ψ〉,

|0〉 C

⎫⎬
⎭

onde A, B e C são portas de 1 qubit e D é uma porta de 2 qubits, é

|ψ〉 = D · (B⊗C) · (A⊗ I2) · |00〉.
Podemos simplificar um pouco esta expressão e escrever

|ψ〉 = D(BA ⊗C)|00〉.

A porta CNOT é tão importante que vamos descrever uma variante chamada porta

CNOT ativada pelo 0. Ela é definida pela expressão

|k〉|�〉 −→ |k〉X (1−k)|�〉,
e é representada pelo circuito

|k〉 |k〉

|�〉 X (1−k)|�〉.
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Note que o qubit de controle é denotado pelo cı́rculo vazio indicando que o controle só é

ativado se o qubit está no estado |0〉. Esta porta pode ser obtida a partir do CNOT usual

por conjugação pela porta (X⊗ I2), como mostra a seguinte equivalência de circuitos:

X • X
=

.

Esta porta é representada por uma matriz em blocos da forma[
X

I2

]
.

Exercı́cio 12. Calcule (X⊗3) · |010〉 e compare com (X · |0〉)⊗ (X · |1〉)⊗ (X · |0〉) (pense
num vetor como uma matriz 2×1) e expresse o resultado na base computacional usando a
notação de Dirac (não use o formato matricial nas respostas finais). Por que as respostas
são iguais? Qual cálculo é mais simples?

Exercı́cio 13. Calcule H⊗2. Calcule (H⊗2) · |11〉 e compare com (H · |1〉)⊗2. Por que as
respostas são iguais?

Exercı́cio 14. Considere os seguintes estados de 2 qubits:

|ψ1〉= 1√
2
(|01〉+ |11〉), |ψ2〉= 1√

3
(|00〉+ |01〉)+ 1√

6
(|10〉+ |11〉), |ψ3〉= 1√

2
(|01〉−|10〉).

PARTE 1. Mostre que |ψ1〉 e |ψ2〉 não são emaranhados e |ψ3〉 é emaranhado. PARTE 2.
Implemente no composer da IBM os circuitos que geram os estados |ψ1〉, |ψ2〉 e |ψ3〉.

Exercı́cio 15. Implemente o seguinte circuito no composer da IBM:

|0〉 X H

|0〉 X H

Use os resultados do exercı́cio 13 para mostrar que a distribuição de probabilidades
gerada pelo composer é igual ou próxima do esperado segundo os cálculos analı́ticos.

Exercı́cio 16. Mostre a equivalência algébrica dos seguintes circuitos

• •
=

H H Z .

Exercı́cio 17. Sabendo que a porta NOT controlada pelo 0 é representada por uma matriz
em blocos da forma [

X
I2

]
,
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mostre a equivalência algébrica dos seguintes circuitos

X • X
=

.

usando matrizes em blocos. [Dica: converta a expressão (X ⊗ I2) ·CNOT · (X ⊗ I2) para
o formato matricial usando matrizes em blocos e faça a multiplicação.]

Exercı́cio 18. Obtenha a representação matricial da porta NOT com os qubits invertidos,
mostrada no seguinte circuito:

|k〉 X �|k〉

|�〉 • |�〉.
Exercı́cio 19. Mostre a equivalência algébrica dos seguintes circuitos

H • H
=

H H • .

Exercı́cio 20. Seja U uma porta de 1 qubit. Mostre que a porta U controlada de 2 qubits
é uma matriz diagonal em blocos dada por

C(U) =

[
I2

U

]
.

1.3.6. Portas lógicas quânticas de 3 ou mais qubits

A porta de 3 qubits mais importante é a porta Toffoli8 designada como CCNOT ou C2(X),
definida pela expressão

C2(X) | j〉|k〉|�〉= | j〉|k〉X jk|�〉,
e representada pelo circuito

| j〉 • | j〉
|k〉 • |k〉

|�〉 X jk|�〉.
Esta porta tem 2 controles e 1 alvo. A porta X atua no alvo se, e somente se, os valores

dos bits de controle forem ambos iguais a 1. Se um dos bits de controles for 0, o valor

de terceiro qubit não se altera. Esta porta pode ser vista como a versão quântica da porta

clássica AND, pois se � = 0, a saı́da do terceiro qubit é ( j AND k). A saı́da do terceiro

qubit também pode ser escrito como ( j AND k)⊕ �. A matriz da porta Toffoli é uma

8A pronúncia é tófoli.
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matriz diagonal em blocos dada por

C2(X) =

⎡
⎢⎢⎣

I2

I2

I2

X

⎤
⎥⎥⎦ .

A porta Toffoli não está disponı́vel no composer da IBM (Ela está disponı́vel na

próxima geração do composer—veja a versão beta). A sua implementação depende da

decomposição em CNOT e portas de 1 qubit (H, T ), como descrito pela equivalência dos

seguintes circuitos:

• • • • T •
• = • • T T †

H T † T T † T H .

A implementação do circuito da porta Toffoli no backend ibmqx2 está mostrado na fi-

gura 1.9. Para reproduzir esta implementação, basta abrir um novo experimento no bac-
kend ibmqx2 e copiar o código da nota de rodapé9, colar no editor Qasm a partir da quarta

linha e adicionar os medidores. Outra opção é baixar o arquivo Toffoli ibmqx2.qasm da

conta programaquantica10 do GitHub e depois usar o comando Import QASM do compo-
ser para fazer o carregamento do arquivo.

Figura 1.9. Circuito da porta Toffoli no backend ibmqx2 (Reprint Courtesy of IBM
Corporation ©)

Para verificar que esta decomposição está correta é necessário testar cada linha da

9id q[0]; id q[1]; id q[2]; h q[2]; cx q[1],q[2]; tdg q[2]; cx q[0],q[2]; t q[2]; cx q[1],q[2]; t q[1]; tdg q[2];

cx q[0],q[2]; cx q[0],q[1]; t q[2]; t q[0]; tdg q[1]; h q[2]; cx q[0],q[1];
10https://github.com/programaquantica
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tabela a seguir:
entrada saı́da

q[0] q[1] q[2] q[0] q[1] q[2]

|0〉 |0〉 |0〉 |0〉 |0〉 |0〉
|0〉 |0〉 |1〉 |0〉 |0〉 |1〉
|0〉 |1〉 |0〉 |0〉 |1〉 |0〉
|0〉 |1〉 |1〉 |0〉 |1〉 |1〉
|1〉 |0〉 |0〉 |1〉 |0〉 |0〉
|1〉 |0〉 |1〉 |1〉 |0〉 |1〉
|1〉 |1〉 |0〉 |1〉 |1〉 |1〉
|1〉 |1〉 |1〉 |1〉 |1〉 |0〉

As entradas podem ser implementadas trocando as portas id no começo do circuito por

portas X e a probabilidade de saı́da colocando medidores no final. No entanto, note que

isto não serve de prova da equivalência dos circuitos.

Existem variantes da porta Toffoli ativadas pelo 0. Por exemplo, o circuito

| j〉 | j〉

|k〉 |k〉

|�〉 X (1− j)(1−k)|�〉.

implementa uma porta que inverte o valor do terceiro qubit se, e somente se, os dois

primeiros qubits estão no estado |0〉. Esta porta pode ser implementada usando uma porta

Toffoli usual e a porta X , como mostra a equivalência de circuitos a seguir:

X • X

= X • X

.

A porta Toffoli generalizada Cn(X) é uma porta de (n+1) qubits com n qubits de

controle e um alvo. Ela é definida pela expressão

Cn(X)|q0〉|q1〉 · · · |qn−1〉|qn〉= |q0〉|q1〉 · · · |qn−1〉Xq0q1···qn−1 |qn〉,
e é representada pelo circuito

|q0〉 • |q0〉
|q1〉 • |q1〉

...
...

...

|qn−1〉 • |qn−1〉

|qn〉 Xq0q1···qn−1 |qn〉,
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onde q0q1 · · ·qn−1 é o produto dos bits q0, q1, ..., qn−1. Portanto, o estado do qubit alvo

inverte se, e somente se, todos os qubits de controle estiverem no estado |1〉. O estado de

cada qubit de controle não muda quando descrevemos esta porta atuando na base compu-

tacional. A atuação em um vetor genérico é obtida escrevendo o vetor na base computa-

cional e usando linearidade.

A maneira mais simples de decompor a porta Toffoli generalizada em termos de

portas Toffoli usuais é usando (n− 2) qubits de rascunho chamados ancillas. Os qubits

ancillas são introduzidos de maneira intercalada com os qubits de controle, sendo que

o primeiro qubit ancilla deve ser inserido entre o segundo e terceiro qubits. A melhor

maneira de explicar a decomposição é mostrar um exemplo. Considere a porta C5(X),
cuja decomposição requer 3 ancillas, como mostra a seguinte equivalência de circuitos:

• • •
• • •

−−−− |0〉 • • |0〉
• • •

−−−− = |0〉 • • |0〉
• • •

−−−− |0〉 • |0〉
• •

.

A porta Toffoli generalizada também pode ser ativada pelo 0. Neste caso, o qubit

de controle é mostrado com um cı́rculo vazio e pode ser obtido através porta Toffoli

generalizada ativada pelo 1 com os controles conjugados por portas X . Para n qubits,

temos 2n portas Toffoli generalizadas que podem implementar qualquer função booleana

de n bits, como descrevemos no próximo parágrafo.

Agora vamos mostrar como obter o circuito quântico de uma tabela verdade. Para

mostrar que as portas Toffoli generalizadas ativadas pelo 0 e 1 podem ser usadas para

implementar uma função booleana em um computador quântico, vamos tomar a função

booleana f (a,b,c) descrita na seção 1.1 como exemplo. Fica evidente como se obtém o

caso geral. Como f tem 3 bits de entrada, vamos usar portas Toffoli generalizadas de 3

controles. A saı́da da função f é a saı́da de uma medição do qubit alvo. Como a função

f tem 2 cláusulas, vamos usar 2 portas Toffoli generalizadas. A primeira porta deve ser

ativada pela entrada |001〉 e a segunda pela entrada |110〉. O seguinte circuito implementa

a função f :

|0〉 • |0〉

|0〉 • |0〉

|1〉 • |1〉

|0〉 |1〉.
Isto mostra que o computador quântico pode calcular qualquer função booleana de n
bits usando uma porta Toffoli generalizada de (n+ 1) bits para cada saı́da 1 da tabela
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verdade associada. É claro que não faz sentido construir um máquina muito mais cara para

executar algoritmos clássicos. No entanto, a implementação que acabamos de descrever

pode ser usada em entradas superpostas, algo não permitido no computador clássico.

1.4. Paralelismo quântico e o modelo padrão da computação quântica
O modelo padrão da computação quântica é descrito pelo circuito

|0〉 H

U

0 ou 1

...
...

...
...

|0〉 H 0 ou 1.

O estado inicial de cada qubit é |0〉. Depois, a porta Hadamard H é aplicada a cada qubit,

preparando para o paralelismo quântico. Na sequência, a matriz unitária U é aplicada

em todos os qubits. Finalmente é realizada a medição de todos os qubits retornando uma

cadeia de bits.

O paralelismo quântico é a execução simultânea de um algoritmo com mais do que

uma entrada. Para entender este conceito, vamos focar apenas na matriz U sem considerar

as portas H. A matriz U e as medições do modelo padrão podem ser interpretados como

um algoritmo randomizado no sentido clássico. Se x é uma cadeia de n bits e U é uma

matriz 2n×2n, então U |x〉 é uma superposição de 2n vetores da base computacional. Após

a medição, uma cadeia y de n bits é retornada. Isto é, se a entrada de U é x, a saı́da após

a medição é y. O “algoritmo” U foi executado para uma única entrada x. Agora vamos

colocar as portas H de volta.

O primeiro passo do modelo padrão é executar o seguinte cálculo: (H|0〉)⊗·· ·⊗
(H|0〉), isto é ( |0〉+ |1〉√

2

)
⊗·· ·⊗

( |0〉+ |1〉√
2

)
.

Após expandir este produto, obtemos

1√
2n

(|0 · · ·0〉+ |0 · · ·01〉+ |0 · · ·10〉+ · · ·+ |1 · · ·1〉).
Todos as possı́veis cadeias de n bits aparecem na soma acima. Ou seja, todas a entradas

possı́veis de um algoritmo clássico com n bits estão representadas na soma acima. O

próximo passo do modelo padrão é aplicar a matriz U . Pela linearidade da álgebra linear,

a matriz U deve ser aplicada a cada termo do soma acima simultaneamente. Portanto, é

possı́vel realizar 2n cálculos simultâneos no computador quântico de n bits. Note porém

que os resultados destes cálculos estão misturados em uma nova soma e, após a medição,

o resultado é uma única cadeia de n bits.

1.5. Algoritmo de Grover
O algoritmo de Grover [16] é um algoritmo de busca em bancos de dados não-ordenados.

Do ponto de vista prático é mais interessante ordenar o banco de dados e depois realizar a
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busca. Em função disto, vamos descrever nesta seção uma outra formulação do algoritmo

de Grover que mostra de forma mais clara a sua importância [29]. Outras referências que

apresentam o algoritmo de Grover são [3, 4, 6, 12, 17, 18, 19, 20, 23, 25, 26, 27, 36, 41].

1.5.1. Formulação do problema

Seja N uma potência de 2, isto é, N = 2n para algum número inteiro n. Suponha que

f :
{

0, . . . ,N− 1
}→ {0,1} é uma função booleana tal que f (x) = 1 se, e somente se,

x = x0 para algum valor fixo x0. Assim,

f (x) =
{

1, se x = x0,

0, caso contrário.

Suponha que x0 não é conhecido. Como podemos achar x0 usando f ? Do ponto de vista

computacional, queremos desenvolver um algoritmo que avalie f o número mı́nimo de

vezes.

Classicamente, o algoritmo mais eficiente consulta f um número de vezes propor-

cional a N, isto é, a complexidade de consultas é O(N). Como é feito na prática? Temos

que pedir a uma pessoa a qual confiamos para gerar um número aleatório x0 de n bits. Esta

pessoa esconde x0 e faz uma subrotina compilada da função f . Podemos usar a subrotina

quantas vezes desejarmos, porém não podemos examinar a subrotina e tentar descobrir x0

hackeando o código. O algoritmo clássico que resolve este problema é um iteração que

consulta f ( j) para j indo de 0 a 2n−1. Assim que f ( j) retorna o valor 1, o programa é

interrompido e x0 é encontrado.

Quanticamente, é possı́vel melhorar a complexidade de consultas para O(
√

N).
Como é feito na prática? Temos que pedir de novo a uma pessoa de confiança para gerar

um número aleatório x0 de n bits. Esta pessoa, que usualmente é chamada de oráculo,

implementa a função f através de uma matriz unitária Fx0
. Nós podemos usar Fx0

no com-

putador quântico, porém não podemos ver os detalhes da implementação de Fx0
. Cada vez

que usarmos Fx0
, adicionamos uma unidade na contagem. Podemos usar portas adicionais

que obviamente não dependem de x0.

Temos um mesmo problema que pode ser resolvido por algoritmos que são execu-

tados de duas formas diferentes. No primeiro caso, um computador clássico de O(n) bits é

usado e a solução é obtida após O(N) passos. No segundo caso, um computador quântico

de O(n) qubits é usado e a solução é obtida após O(
√

N) passos. Este ganho de com-

plexidade justifica o investimento em um hardware quântico e no estudo de técnicas para

desenvolver algoritmos quânticos, que necessariamente têm que explorar a superposição

de estados. No caso do algoritmo de Grover, a matriz Fx0
atuando na superposição de

estados avalia a função f em mais de uma entrada ao mesmo tempo com os mesmos re-

cursos disponı́veis. Esta tarefa só pode ser executada no computador clássico através de

um número exponencial de processadores.

1.5.2. Como implementar uma função em um computador quântico?

O primeiro passo para desenvolver um algoritmo quântico que resolve o problema acima

é a implementação da função f . Como f é uma função booleana cuja tabela verdade

tem uma única linha com saı́da 1, f pode ser implementada com uma porta Toffoli ge-
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neralizada ativada pelo x0, como descrito no final da subseção 1.3.6. Esta porta tem uma

matriz unitária associada que denominamos Fx0
, que é definida pela sua atuação na base

computacional como

Fx0
|x〉|i〉= |x〉|i⊕ f (x)〉,

onde x é uma cadeia de n bits e i é um bit. O conjunto dos n primeiros qubits é chamado

de primeiro registrador e o último qubit de segundo registrador. Note que se tomarmos

i = 0, a equação acima se reduz à

Fx0
|x〉|0〉=

{ |x0〉|1〉, se x = x0,

|x〉|0〉, caso contrário,

que descreve o que a porta Toffoli generalizada faz quando ativada por x0 (e somente por

x0). O resultado do cálculo de f (x) é armazenado no segundo registrador enquanto que o

valor do primeiro registrador fica inalterado.

Por exemplo, o circuito que implementa Fx0
no caso N = 8 e x0 = 6, isto é,

f (110) = 1 e f ( j) = 0 se j 	= 110, é

|1〉 • |1〉
|1〉 • |1〉
|0〉 |0〉
|0〉 |1〉.

Os três primeiros qubits formam o primeiro registrador e o quarto qubit é o segundo

registrador. Note que o estado do segundo registrador só muda de |0〉 para |1〉 se a entrada

do primeiro registrador for |110〉, pois a cadeia de bits 110 ativa os 3 controles e qualquer

outra cadeia de 3 bits não ativa.

No algoritmo de Grover, o segundo registrador está sempre no estado

|−〉= |0〉− |1〉√
2

.

Usando a linearidade, a atuação da matriz Fx0
é dada por

Fx0
|x〉|−〉=

{ −|x0〉|−〉, se x = x0,

|x〉|−〉, caso contrário.

Neste caso, a atuação da matriz Fx0
não altera o estado do segundo registrador.

1.5.3. Descrição do algoritmo

O algoritmo de Grover usa uma matriz adicional definida como

G =
(
2 |d〉〈d|− IN

)⊗ I2,

onde

|d〉= 1√
N

N−1

∑
j=0

| j〉.

38º Jornada de Atualização em Informática (JAI) 
XXXIX Congresso da Sociedade Brasileira de Computação 

Belém - PA, 15 a 18 de julho de 2019

29



A notação “|d〉〈d|” é chamada de produto externo entre o vetor |d〉 (matriz N × 1) e o

vetor dual 〈d| (matriz 1×N). O produto externo é equivalente ao produto matricial. A

multiplicação de uma matriz N× 1 por uma matriz 1×N resulta em uma matriz N×N.

Portanto, |d〉〈d| é uma matriz N×N, dada por

|d〉〈d|= 1

N

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

e a matriz G é o produto tensorial da matriz

(
2 |d〉〈d|− IN

)
=

1

N

⎡
⎢⎢⎢⎣
(2−N) 1 · · · 1

1 (2−N) · · · 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · (2−N)

⎤
⎥⎥⎥⎦

por I2. A matriz
(
2 |d〉〈d|− IN

)
é chamada matriz de Grover.

Estamos prontos para descrever o algoritmo:

Algoritmo 1: Algoritmo de Grover

Input: um inteiro N e uma função f : {0, ...,N−1}→ {0,1} tal que

f (x) = 1 somente para um ponto x = x0 no domı́nio.

Output: com probabilidade igual ou maior que 1− 1
N , retorna x0.

1 Prepare o estado inicial |d〉|−〉;
2 Aplique (GFx0

)t , onde t =
⌊

π
4

√
N
⌋

;

3 Faça uma medição do primeiro registrador na base computacional.

1.5.4. Circuito (não-econômico) do algoritmo de Grover

Para obter um circuito do algoritmo de Grover, temos que fazer uma manipulação

algébrica com a expressão da matriz de Grover
(
2 |d〉〈d|− IN

)
. Note que

|d〉= H⊗n|0〉
onde |0〉 está na notação decimal e H⊗n = H ⊗ ·· · ⊗H. Transpondo a equação acima,

obtemos

〈d|= 〈0|H⊗n.

Podemos verificar que (H⊗n) ·(H⊗n) = (H ·H)⊗n = (I2)
⊗n = IN . Usando estes resultados,

obtemos (
2 |d〉〈d|− IN

)
= H⊗n(2 |0〉〈0|− IN

)
H⊗n,

onde

(
2 |0〉〈0|− IN

)
=

⎡
⎢⎢⎢⎣
−1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ .
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A matriz
(
2 |0〉〈0|− IN

)
atua apenas no primeiro registrador. No entanto, é mais simples

implementar esta matriz usando ambos os registradores. Vamos mostrar que ela é imple-

mentada por uma porta Toffoli generalizada ativada por n bits zero. De fato, a atuação da

matriz
(
2 |0〉〈0| − IN

)
em um estado |x〉 da base computacional do primeiro registrador,

onde x é uma cadeia de n bits, é

(
2 |0〉〈0|− IN

)|x〉={ −|0〉, se x = 0,

|x〉, caso contrário.

Portanto, a atuação da matriz
(
2 |0〉〈0|− IN

)
(no primeiro registrador) é igual à atuação da

matriz Fx0
(em ambos registradores) descrita na subseção 1.5.2 quando x0 = 0 e quando o

segundo registrador está no estado |−〉.
Usando estes resultados algébricos discutidos acima, concluı́mos que um circuito

para implementar o algoritmo de Grover é

Repita �π
4

√
N� vezes

|0〉1 H H H i1

...
...

...
...

...
...

|0〉n H H H in

|−〉

Fx0

|−〉

onde a saı́da i1, ..., in são os bits de x0, isto é x0 = (i1 . . . in)2.

A construção deste circuito nesta seção está seguindo a descrição padrão do al-

goritmo de Grover, porém este circuito pode ser reduzido, como veremos adiante na

descrição econômica.

1.5.5. Implementação no composer da IBM

Para implementar o algoritmo de Grover no composer da IBM, vamos usar o caso N = 4

e x0 = 11 como exemplo. Particularizando o circuito para este caso, obtemos

|0〉 H • H H 1

|0〉 H • H H 1

|0〉 X H |−〉.

Note que a caixa pontilhada na descrição geral do algoritmo não precisa de repetições,

pois �π√N/4�= 1 para N = 4. A saı́da esperada é i1i2 = 11.

A figura 1.10 mostra o circuito do algoritmo de Grover para N = 4 e x0 = 3 (parte

debaixo da figura) junto com a saı́da do ibmqx2 após 1024 repetições (parte de cima). O
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programa Qasm deste circuito está no rodapé11. Abra um experimento novo no ibmqx2,

mude para o editor Qasm, copie a nota de rodapé e cole a partir da quarta linha. É

necessário também adicionar dois medidores nos qubits q[0] e q[1]. Podemos ver que

o resultado com a maior probabilidade foi c[0]c[1]=11 mostrando que o valor de x0 foi

encontrado corretamente usando a matriz Fx0
uma única vez. No entanto, quando rodamos

este circuito no simulador obtemos a saı́da c[0]c[1]=11 com 100% de probabilidade. Este

é de fato o resultado correto. O resultado mostrado na figura 1.10 está muito degradado.

q[0]

q[1]

q[2]

q[3]

q[4]

c 5

0 1

id id

id id

Figura 1.10. Circuito do algoritmo de Grover com N = 4 e x0 = 3 no ibmqx2 (Reprint
Courtesy of IBM Corporation ©)

Para mudar o valor de x0 devemos conjugar o controles da primeira porta Toffoli

(q[0] e q[1]) por X , isto é, colocar X no lugar das matrizes id de maneira simétrica. Para

x0 = 00, devemos aplicar X tanto em q[0] como em q[1]. Para x0 = 01, devemos aplicar

X em q[1]. Para x0 = 10, devemos aplicar X em q[0].

A figura 1.11 mostra a implementação do algoritmo de Grover no backend
ibmqx4. A saı́da do algoritmo é dada em c[2]c[1], pois no ibmqx4 temos que inverter o

circuito por causa dos CNOTS. O resultado é similar ao resultado do ibmqx2. É possı́vel

melhorar a fidelidade destes resultados com o resultado obtido pelo simulador usando

uma implementação mais econômica do algoritmo de Grover, como discutido adiante.

q[0]

q[1]

q[2]

q[3]

q[4]

c 5

1 2

id id

id id

Figura 1.11. Circuito do algoritmo de Grover com N = 4 e x0 = 3 no ibmqx4 (Reprint
Courtesy of IBM Corporation ©)

1.5.6. Análise do algoritmo

Por que o algoritmo de Grover funciona corretamente? Vamos responder esta pergunta

usando uma interpretação geométrica de reflexões de vetores. O objetivo é achar x0,

11x q[2]; h q[0]; h q[1]; h q[2]; id q[0]; id q[1]; barrier q[0],q[1],q[2]; h q[2]; cx q[1],q[2]; tdg q[2]; cx

q[0],q[2]; t q[2]; cx q[1],q[2]; t q[1]; tdg q[2]; cx q[0],q[2]; cx q[0],q[1]; t q[2]; t q[0]; tdg q[1]; h q[2]; cx

q[0],q[1]; barrier q[0],q[1],q[2]; id q[0]; id q[1]; h q[0]; h q[1]; x q[0]; x q[1]; barrier q[0],q[1],q[2]; h q[2];

cx q[1],q[2]; tdg q[2]; cx q[0],q[2]; t q[2]; cx q[1],q[2]; t q[1]; tdg q[2]; cx q[0],q[2]; cx q[0],q[1]; t q[2]; t

q[0]; tdg q[1]; h q[2]; cx q[0],q[1]; barrier q[0],q[1],q[2]; x q[0]; x q[1]; h q[0]; h q[1];
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que é uma cadeia de n bits. Na computação quântica, o objetivo é colocar o estado do

computador no estado |x0〉, pois as medições de cada qubit retornam neste caso os bits de

x0.

|d〉
|x0〉

θ/2

Figura 1.12. Descrição dos vetores |x0〉 e |d〉

No inı́cio do algoritmo, o estado do computador é |d〉. Para N grande, |d〉 é quase

ortogonal a |x0〉. Uma medição neste ponto tem poucas chances de retornar x0. A fi-

gura 1.12 mostra a posição destes vetores e o ângulo θ/2 que |d〉 faz com o eixo ho-

rizontal. Qualquer outra posição dos vetores desde que |d〉 seja quase ortogonal a |x0〉
serve na análise. O ângulo θ é muito pequeno para N grande, e neste caso, θ/2 é uma

aproximação muito boa de sin(θ/2). Além disso, o seno de um ângulo é igual ao cosseno

do complemento, isto é,
θ
2
≈ sin

θ
2
= cos

(
π
2
− θ

2

)
.

Como (π −θ)/2 é o ângulo entre |x0〉 e |d〉, pela definição do produto interno, cos(π −
θ)/2 é o produto interno de |x0〉 e |d〉, cujo resultado é

θ
2
� sin

θ
2
= cos

(
π
2
− θ

2

)
=
〈
x0

∣∣d〉= 1√
N
.

Portanto,

θ ≈ 2√
N
.

Vamos desconsiderar o estado do segundo registrador, pois ele permanece fixo em

|−〉 durante todo o algoritmo. Por isso, vamos definir a matriz

fx0
|x〉=

{ −|x0〉, se x = x0,

|x〉, caso contrário,

que é uma versão reduzida de Fx0
. Vamos usar fx0

no lugar de Fx0
na análise do algoritmo.

O primeiro passo é aplicar fx0
em |d〉. A ação de fx0

em |d〉 (escrito na base computaci-

onal) inverte o sinal da amplitude de |x0〉 e não altera as outras amplitudes. A amplitude

de |x0〉 é a linha pontilhada vertical da figura 1.12, que é invertida pela ação de fx0
. Ge-

ometricamente, a ação de fx0
é representada por uma reflexão de |d〉 em torno do eixo

horizontal. O ângulo entre os vetores |d〉 e ( fx0
|d〉) é θ , conforme mostra a figura 1.13.
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|d〉
|x0〉

θ

fx0
|d〉

Figura 1.13. O vetor fx0
|d〉 é a reflexão de |d〉 em relação ao eixo horizontal

O próximo passo é aplicar
(
2 |d〉〈d| − IN

)
. Vamos chamar esta matriz de g, pois

ela é uma versão reduzida com N dimensões de G, ou seja,

g = 2 |d〉〈d|− IN .

Agora vamos mostrar que a ação da matriz g é uma reflexão em torno do eixo que passa

pela origem na direção |d〉. A prova disto é feita em duas etapas. Primeiro, mostramos

que a ação de g em |d〉 não muda a direção de |d〉. Segundo, mostramos que a ação de g
em

∣∣d⊥〉 inverte o sinal de
∣∣d⊥〉, onde

∣∣d⊥〉 é um vetor ortogonal a |d〉. A primeira etapa

é consequência da conta

g|d〉= (
2 |d〉〈d|− IN

)|d〉= 2 |d〉〈d
∣∣d〉−|d〉= |d〉,

pois
〈
d
∣∣d〉= 1. A segunda etapa é consequência da conta

g
∣∣∣d⊥〉=

(
2 |d〉〈d|− IN

)∣∣∣d⊥〉= 2 |d〉〈d
∣∣d⊥〉− ∣∣∣d⊥〉=−

∣∣∣d⊥〉,
pois

〈
d
∣∣d⊥〉= 0.

g fx0
|d〉|x0〉

θ
fx0
|d〉

|d〉θ

Figura 1.14. O vetor (g fx0
|d〉) é a reflexão de ( fx0

|d〉) em torno de |d〉

A figura 1.14 mostra onde está o vetor (g · fx0
· |d〉). Isto mostra que a ação de

(G ·Fx0
) rodou o estado inicial de θ graus em direção ao vetor |x0〉. Como θ é um ângulo

pequeno, este resultado é modesto, porém promissor. É fácil verificar que a segunda ação

de (G ·Fx0
) também roda de novo o estado do computador quântico de θ graus em direção
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ao vetor |x0〉. Queremos saber quantas iterações r são necessárias tal que rθ = π/2. O

número de iterações é

r =
⌊ π

2θ

⌋
=
⌊π

4

√
N
⌋
.

|x0〉
θ/2

|ψ〉

a
θ/2

|d〉

Figura 1.15. O vetor |ψ〉 é o estado final do computador quântico e a é a projeção
de |x0〉 no estado final. O ângulo entre |ψ〉 e |x0〉 é menor ou igual a θ/2

O final da análise é o cálculo da probabilidade de sucesso. Após r iterações, o

estado do computador quântico sem considerar o segundo registrador é

|ψ〉= (g fx0
)

⌊
π
4

√
N
⌋
|d〉.

O vetor |ψ〉 é quase ortogonal a |d〉, como descrito na figura 1.15. O ângulo entre |ψ〉 e

|x0〉 é menor ou igual a θ/2. A probabilidade de sucesso é maior ou igual do que o módulo

ao quadrado da amplitude de |x0〉 na decomposição de |ψ〉 na base computacional. Esta

amplitude está mostrada na figura 1.15 através da letra a. A projeção de |x0〉 no estado

final é no máximo cos(θ/2). Portanto, a probabilidade de sucesso p = |a|2 satisfaz

p ≥ cos2 θ
2
≥ 1− sin2 θ

2
≥ 1− 1

N
.

O caso N = 4 é especial, pois como sin(θ/2) = 1/
√

N, segue que θ = 60◦. Com

uma aplicação de (g fx0
), o vetor |d〉 gira de 60◦ e coincide com o vetor |x0〉. Neste caso,

a probabilidade de sucesso é exatamente p = 1. Isto mostra que o resultado do ibmqx2 na

figura 1.10 está muito degradado enquanto que o resultado do ibmqx4 na figura 1.11 está

um pouco melhor.

1.5.7. Implementação usando um circuito econômico

O segundo registrador do algoritmo de Grover pode ser descartado e é possı́vel fazer uma

implementação mais econômica fugindo do modelo padrão descritos nos livros e seguindo

publicações relacionadas com o Qiskit [24]. Primeiro vamos mostrar a equivalência dos

seguintes circuitos:
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|k1〉 |k1〉 |k1〉 |k1〉
|k2〉 |k2〉 |k2〉 |k2〉

...
...

...
...≡

|kn−1〉 |kn−1〉 |kn−1〉 |kn−1〉
|kn〉 |kn〉 |kn〉 X H H X (−1)k̄1···k̄n |kn〉.
|−〉 (−1)k̄1···k̄n |−〉

Note que os circuitos não têm o mesmo número de qubits. Portanto, a equivalência só

pode ser mostrada se eliminarmos o segundo registrador (último qubit) do primeiro cir-

cuito e antes disto movermos o sinal (−1)k̄1···k̄n para o primeiro registrador. Isto é permi-

tido pela seguinte propriedade do produto de Kronecker:

|v1〉⊗ (a|v2〉) = (a|v1〉)⊗|v2〉= a(|v1〉⊗ |v2〉),
que é válida para quaisquer vetores |v1〉, |v2〉 e qualquer constante a. Portanto, a saı́da do

primeiro circuito após a eliminação do segundo registrador é

(−1)k̄1···k̄n |k1〉⊗ · · ·⊗ |kn〉.

No segundo circuito, se |kn〉= |0〉, a primeira porta X gera o estado |1〉 e a primeira

porta H cria (temporariamente) o estado |−〉, que inverte o sinal sob ação da porta Toffoli

generalizada se os qubits de 0 a n−1 forem ativados. Na continuação, a segunda porta H
desfaz o estado |−〉 convertendo para |1〉 e após a segunda porta X a saı́da é (−|0〉) ou |0〉
dependendo se os (n−1) primeiros qubits foram ativados ou não. Se |kn〉= 1, a primeira

porta X gera o estado |0〉 e a primeira porta H cria o estado |+〉, que não se altera sob

a ação da porta Toffoli generalizada. Na continuação, a segunda porta H converte |+〉
em |0〉 e a saı́da é |1〉 independentemente se a porta Toffoli generalizada foi ativada ou

não. O resultado é o mesmo em comparação com o resultado do primeiro circuito (após a

eliminação do segundo registrador). Uma vez que vamos fazer uma medição do primeiro

registrado apenas, isto completa a prova de que podemos substituir sem nenhuma perda o

primeiro circuito pelo segundo no algoritmo de Grover. Esta substituição não é válida em

outros algoritmos.

Se o n-ésimo qubit for ativado pelo 1, a equivalência dos circuito fica descrita da

seguinte maneira:

|k1〉 |k1〉 |k1〉 |k1〉
|k2〉 |k2〉 |k2〉 |k2〉

...
...

...
...≡

|kn−1〉 |kn−1〉 |kn−1〉 |kn−1〉
|kn〉 • |kn〉 |kn〉 H H (−1)k̄1···k̄n |kn〉.
|−〉 (−1)k̄1···k̄n |−〉

A verificação da equivalência é similar ao caso anterior. Portanto, a matriz Fx0
também

pode ser reduzida de (n+1) para n qubits introduzindo duas portas H de forma conjugada
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se o n-ésimo qubit for ativado pelo 1 e introduzindo duas portas H e duas portas X de

forma conjugada se o n-ésimo qubit for ativado pelo 0. Os (n−1) primeiros qubits podem

ser ativados por 0 ou 1 e nada se altera para eles.

O circuito do algoritmo de Grover na forma econômica quando N = 4 e x0 = 11 é

|0〉 H • H H 1

|0〉 H H H Z Z 1.

Para simplificar o circuito, substituı́mos as sequências de portas HXH no segundo qubit

do circuito por Z. A parte do circuito dentro da caixa tracejada é escolhida pelo oráculo. O

objetivo do algoritmo de Grover é desvendar o valor de x0 consultando o oráculo, ou seja,

usando a caixa tracejada, sem ver os detalhes da implementação. Temos que fingir que a

caixa tracejada é uma caixa preta. No caso N = 4, existem 4 possı́veis caixas tracejadas.

Exibimos o caso x0 = 11. É um bom exercı́cio exibir os circuitos que o oráculo usa quando

x0 = 00, x0 = 01 e x0 = 10.

Para N genérico, o circuito do algoritmo de Grover na forma econômica com n
qubits é

Repita �π
4

√
N� vezes

|0〉1 H H H i1

...
...

...
...

...
...

|0〉n−1 H H H in−1

|0〉n H

fx0

Z Z in

onde a matriz fx0
é a forma reduzida de Fx0

e o circuito para fx0
para x0 = (i1 . . . in)2

genérico é

Xi1 X • X Xi1

...
...

...
...

...
...≡

Xin−1 X • X Xin−1

fx0

X1−in H H X1−in

Na próxima seção, vamos mostrar como implementar o algoritmo de Grover de

forma econômica usando o Qiskit.
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1.6. Programando os computadores quânticos da IBM
Nesta seção, vamos mostrar como programar os computadores quânticos IBM. Já mos-

tramos exemplos nas seções anteriores de uso dos computadores ibmqx4 de Tenerife e

ibmqx2 de Yorktown, ambos de 5 qubits, usando o composer da página da IBM Q Ex-

perience12. O composer do IBM Q 5 é muito simples, pois podemos pegar as portas

lógicas disponibilizadas e arrastar para o circuito. Porém, o composer não é útil para

programas grandes. Neste caso, podemos usar a linguagem Qasm (Quantum Assembly
Language) [10] cujos comandos podem ser editados por meio de um editor de textos

usual. Além disto, as outras máquinas disponibilizadas pela IBM, como IBM Q 14 e

20, não possuem o composer e exigem a utilização um kit de desenvolvimento de soft-

ware, chamado Qiskit13, que é baseado na linguagem Python. Nas próxima seções, vamos

descrever como usar e fazer programas através do Qiskit. Os comandos do Qiskit são ba-

seados no modelo de circuitos e são muito semelhantes à linguagem Qasm. Em particular,

vamos mostrar como como implementar de forma eficiente o algoritmo de Grover para 2

qubits, isto é, N = 4.

1.6.1. Qasm

Qasm é uma linguagem de baixo nı́vel — do tipo assembly — desenvolvida pela IBM para

representar os circuitos executáveis no IBM Q Experience. Programas em Qasm podem

ser escritos de diversas formas. Sempre que um circuito é criado por meio do composer
um código Qasm é gerado automaticamente. O código gerado pode ser visualizado e

editado diretamente no browser, clicando-se em Switch to Qasm Editor. Na figura 1.16,

temos o mesmo circuito já apresentado na figura 1.4, porém dessa vez visualizando o

código Qasm correspondente.

Figura 1.16. Circuito usando as portas H e CNOT, exibindo código-fonte Qasm
equivalente ao circuito (Reprint Courtesy of IBM Corporation ©)

Toda linha em Qasm que inicie com duas barras (//) são ignoradas e, portanto,

servem como comentário. A primeira linha diferente de comentário em qualquer código

Qasm deve necessariamente ser o comando OPENQASM seguido pela versão do Qasm

que está sendo utilizada. Observe que esse comando não aparece na figura 1.16. De fato,

essa linha não costuma ser exibida nos editor de Qasm do IBM Q Experience, mas está

sempre lá implicitamente — para confirmar, clique em Download QASM e em seguida

12https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx/editor
13https://www.doi.org/10.5281/zenodo.2562110
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abra o arquivo em qualquer editor de textos. Note que todos os comandos na linguagem

Qasm devem encerrar com ponto-e-vı́rgula.

O comando include, como o próprio nome já diz, permite incluir código de um

arquivo externo. Normalmente incluı́mos pelos menos o arquivo qelib1.inc, pois este

contém muitas definições úteis. Depois do include, outros comandos que são pratica-

mente obrigatórios nos códigos Qasm são qreg e creg, utilizados respectivamente para

declarar um registrador quântico e um clássico. Portanto, o comando qreg q[5] serve

para declarar que nosso programa utiliza um registrador quântico de 5 qubits, e este re-

gistrador será referenciado no código por meio da variável q. Analogamente, o comando

creg c[5] declara um registrador clássico, importante para armazenar o resultado da

medição no final do algoritmo.

Incluir uma porta lógica por meio da linguagem Qasm é bastante intuitivo. Basta

digitar o nome da porta e em seguida o qubit sobre o qual ela deve atuar. Por exemplo, o

comando h q[0] significa que a porta de Hadamard deve ser aplicada no primeiro qubit

(q[0]). Note que os qubits são numerados a partir de zero! Se o arquivo qelib1.inc
foi incluı́do no inı́cio, então as principais portas — em particular, todas as portas dis-

ponı́veis no composer — podem ser referenciadas diretamente: h é a porta de Hadamard

(H), x é uma das portas de Pauli (X), e assim sucessivamente. Para incluir a porta T †

utiliza-se o comando tdg, e para incluir a porta S† utiliza-se o comando sdg, onde dg se

refere a dagger. No caso da porta CNOT, utiliza-se o comando cx, e nesse caso deve-se

indicar tanto o qubit de controle como o qubit alvo — por exemplo, cx q[0], q[1]
representa uma porta CNOT controlada pelo primeiro qubit e com alvo no segundo qubit.

Para efetuar uma medição, utiliza-se o comando measure seguido do registrador

quântico a ser medido e do registrador clássico onde o resultado deve ser armazenado. Por

exemplo, comando measure q[0] -> c[0] representa uma medição do primeiro

qubit, com o resultado a ser armazenado no primeiro bit clássico.

Em vez de utilizar o composer, pode-se também editar um programa Qasm dire-

tamente em outro editor de textos, e depois copiar o código-fonte para a página do IBM

Q Experience. Ao clicar em Switch to Composer, o circuito correspondente é mostrado, e

então pode-se passar a editá-lo do modo visual, arrastando as portas quânticas. O método

de editar o programa é bastante conveniente ao escrever circuitos grandes.

Finalmente, o código Qasm pode também ser gerado implicitamente usando lin-

guagens de alto nı́vel. A partir da próxima seção, veremos como o Qiskit pode ser utili-

zado para escrever programas quânticos usando linguagem Python.

1.6.2. Qiskit

Qiskit é um kit de desenvolvimento de software de código aberto, desenvolvido pela

IBM visando facilitar a programação dos computadores quânticos já existentes. Ele

pode ser obtido gratuitamente no site oficial do projeto (https://qiskit.org) e

pode ser usado em Linux, MacOS e Windows. Para instalar o Qiskit, é necessário em

primeiro lugar ter o Python instalado na versão 3.5 ou mais recente. O Python nor-

malmente já vem instalado no Linux e no MacOS. Usuários de Windows podem obter

gratuitamente o Python no site oficial (https://www.python.org), ou por meio
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de outras distribuições voltadas para o ambiente cientı́fico — um bom exemplo é o

Anaconda Python, que pode ser obtido gratuitamente em https://www.anaconda.
com/distribution.

A forma mais simples de instalar o Qiskit é usando o instalador de pa-

cotes do Python, o pip (https://pip.pypa.io). O pip costuma vir insta-

lado nas distribuições mais recentes do Python. Nesse caso, basta usar o co-

mando pip install qiskit. Alguns pacotes adicionais de visualização e de

algoritmos quânticos avançados só são instalados com o comando mais completo,

pip install qiskit[visualization] qiskit-aqua. Às vezes, quando

há duas versões diferentes do Python instaladas no mesmo computador, é necessário

usar o comando pip3 em vez do comando pip. Nesse caso, o comando seria

pip3 install qiskit.

É recomendável ter instalado também o Jupyter Notebook, em especial du-

rante o aprendizado. O Jupyter Notebook permite programar em Python diretamente

no browser, permite a inclusão de textos explicativos com formatação e facilita a

visualização dos resultados. Para instalar o Jupyter pode-se também usar o comando

pip install jupyter. Para abrir o Jupyter, pode-se ir ao terminal de comando

e digitar o comando jupyter notebook. Com isso, o Jupyter é aberto no browser

padrão. Pode-se navegar pela estrutura de pastas do computador e abrir arquivos já exis-

tentes com a extensão ipynb (chamados de notebooks). Pode-se também criar novos

notebooks clicando no botão New e em seguida escolhendo Python 3. Para mais detalhes,

pode-se consultar o site oficial, https://jupyter.org.

A proposta dos desenvolvedores do Qiskit é permitir que qualquer pessoa com

conhecimentos básicos de computação quântica e da linguagem de programação Python

possa programar os computadores quânticos da IBM. Para executar os programas escritos

com Qiskit diretamente nos computadores da IBM é necessário utilizar a API Token que

é obtida no site do IBM Q Experience, clicando em My account e depois em Advanced.

Além de permitir a execução diretamente em computadores quânticos reais, o Qiskit faci-

lita também a execução de experimentos em simuladores clássicos utilizando recursos de

computação de alto desempenho.

O Qiskit é composto por quatro elementos — Terra, Aer, Ignis e Aqua —, dos

quais utilizaremos os dois primeiros. O elemento Terra contém todos os fundamentos uti-

lizados para escrever programas quânticos segundo o modelo de circuitos, e o elemento

Aer possui recursos para simulação por meio de computação (clássica) de alto desem-

penho. Os elementos Ignis e Aqua contém recursos mais avançados e fogem do escopo

deste curso.

1.6.2.1. Escrevendo um programa quântico básico

Para começar a utilizar o Qiskit Terra, vamos abrir a interface do Jupyter Notebook, como

exemplificado na Figura 1.17. Devemos incluir as seguintes linhas no inı́cio do código

para indicar ao Python quais comandos iremos utilizar:

from qiskit import QuantumCircuit

38º Jornada de Atualização em Informática (JAI) 
XXXIX Congresso da Sociedade Brasileira de Computação 

Belém - PA, 15 a 18 de julho de 2019

40



from qiskit import ClassicalRegister
from qiskit import QuantumRegister

Exemplos de notebooks relacionados com este tutorial podem ser baixados da conta pro-
gramaquantica14 do GitHub.

Figura 1.17. Exemplo de utilização do Jupyter Notebook

Os nomes dos módulos importados são bastante sugestivos. Evidentemente, para

escrever um programa quântico no modelo de circuitos nosso primeiro passo deve ser

definir um circuito! E para definir um circuito quântico, precisamos antes dizer quantos

bits quânticos e clássicos ele deve ter. No final, claro, desejamos executar nosso circuito.

Vejamos então a sequência de comandos tı́pica para um programa básico no Qiskit. Diga-

mos, por exemplo, que nosso circuito deva ter 2 qubits, como na figura 1.16. Nessa caso,

devemos incluir a seguinte linha:

q = QuantumRegister(2)

Agora, se também vamos precisar de 2 bits clássicos para ler o resultado final do circuito,

então devemos incluir a seguinte linha:

c = ClassicalRegister(2)

Nos exemplos acima, os nomes q e c são apenas variáveis, e podem ser definidos

livremente pelo usuário. Opcionalmente, é possı́vel definir também um apelido para os

registradores, para serem utilizados nas visualizações do Qiskit. Por exemplo:

q = QuantumRegister(2, 'qubit')
c = ClassicalRegister(2, 'bit')

Uma vez que tenhamos nossos registradores, já podemos definir nosso circuito

quântico. O comando para isso é o seguinte:

circuito = QuantumCircuit(q, c)

No exemplo acima, o nome circuito é apenas uma variável, e pode ser definido livre-

mente pelo usuário.

14https://github.com/programaquantica
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Nosso circuito quântico ainda está vazio. Precisamos incluir portas, medições etc.

Para incluir uma porta quântica de Hadamard que atue no primeiro qubit, por exemplo,

usamos o seguinte comando:

circuito.h(q[0]) # Hadamard

Outras portas de 1 qubits também estão disponı́veis por meio de comandos se-

melhantes. Em particular, todas as portas elementares disponı́veis no composer estão

também disponı́veis no Qiskit, com nomes autoexplicativos. Por exemplo, em vez da

porta de Hadamard poderı́amos aplicar uma das portas abaixo:

circuito.id(q[0]) # identidade
circuito.x(q[0]) # Pauli-X
circuito.y(q[0]) # Pauli-Y
circuito.z(q[0]) # Pauli-Z
circuito.s(q[0]) # S
circuito.sdg(q[0]) # transposto conjugado de S
circuito.t(q[0]) # T
circuito.tdg(q[0]) # transposto conjugado de T

Não podemos escrever algoritmos quânticos muito interessantes somente com por-

tas atuando em 1 qubit. Precisamos pelo menos de uma porta que atue em 2 qubits, a saber,

a porta CNOT. Uma porta CNOT controlada pelo primeiro qubit e com alvo no segundo

qubit pode ser incluı́da no circuito com o seguinte comando do Qiskit:

circuito.cx(q[0], q[1])

Ao terminarmos de incluir as portas quânticas em nosso circuito, precisamos ainda

efetuar uma medição. Foi por esse motivo que ao definirmos o circuito quântico tivemos

de estabelecer não somente um registrador quântico mas também um registrador clássico.

Agora, podemos indicar que desejamos efetuar uma medição em todos os três qubits do

registrador quântico e armazenar os resultados nos três bits do registrador clássico! Para

isso, usamos o seguinte comando:

circuito.measure(q, c)

Se quiséssemos, poderı́amos ter medido somente um qubit, deixando os demais

intactos. Por exemplo, para medir somente o primeiro qubit do registrador quântico e

armazenar o resultado no primeiro bit do registrador clássico, usarı́amos o seguinte co-

mando:

circuito.measure(q[0], c[0])

Nesse ponto, já temos um circuito básico porém completo — com portas quânticas

e medições. Para termos certeza de que fizemos tudo corretamente, é interessante visua-

lizar o circuito. Podemos facilmente obter essa visualização no Qiskit usando o seguinte

comando15:

15Caso esteja sendo usado o Jupyter Notebook, recomenda-se incluir antes uma linha com o comando

%matplotlib inline, para indicar que a visualização deve ser exibida no próprio browser, junto com

o código.
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circuito.draw(output='mpl')

O resultado gerado pelo código acima corresponde à Figura 1.18. Em vez de

output='mpl', poderı́amos ter output='latex'. O primeiro significa que a

visualização será gerada usando internamente o Matplotlib, um pacote bastante completo

para geração de gráficos em Python. Já o segundo significa que a visualização será ge-

rada usando internamente o LATEX, um sistema de preparação de documentos muito usado

em matemática, fı́sica, computação e áreas semelhantes. De todo modo, essa escolha faz

pouca diferença para o usuário. Não é necessário conhecer comandos de Matplotlib ou

de LATEX.

Figura 1.18. Visualização do circuito gerado pelo Qiskit

O Qiskit permite também obter diretamente o código-fonte Qasm para os circuitos

quânticos gerados. Para isso, basta executar o seguinte comando:

codigo_qasm = circuito.qasm()
print(codigo_qasm)

No caso do circuito que estamos considerando em nosso exemplo, o código-fonte

Qasm gerado é o seguinte:

OPENQASM 2.0;
include "qelib1.inc";
qreg qubit[2];
creg bit[2];
h qubit[0];
cx qubit[0],qubit[1];
measure qubit[0] -> bit[0];
measure qubit[1] -> bit[1];

1.6.2.2. Executando o programa quântico

Agora que temos um programa quântico completo, podemos executá-lo em um simulador

ou em um computador quântico real. Utilizando somente os comandos que aprendemos

até aqui, a forma mais imediata de executar o programa seria gerar o código Qasm no

38º Jornada de Atualização em Informática (JAI) 
XXXIX Congresso da Sociedade Brasileira de Computação 

Belém - PA, 15 a 18 de julho de 2019

43



Qiskit e em seguida copiá-lo no composer do IBM Q Experience. No entanto, veremos

que ao utilizarmos o Qiskit, não precisamos mais do composer.

Para simular o circuito quântico, precisamos importar também o BasicAer e o

execute. Também é útil importar uma ferramenta de visualização. Obtemos tudo isso

por meio dos seguintes comandos:

from qiskit import BasicAer, execute
from qiskit.tools.visualization import *

Todos esses comandos import podem ficar agrupados numa única célula no inı́cio

do notebook, juntamente com os que já havı́amos introduzidos na seção anterior. O mo-

tivo de os estamos introduzindo gradativamente é puramente didático, para que o leitor

compreenda em quais situações cada comando é necessário. Note que o Python também

permite utilizar o asterisco para indicar que tudo o que houver em um determinado módulo

deve ser importado.

Para simular o circuito, precisamos escolher um dos backends dis-

ponı́veis no BasicAer. Para obter uma lista completa, usamos o comando

BasicAer.backends(). Atualmente há três backends disponı́veis no BasicAer:

qasm_simulator, para simulação fiel ao funcionamento do computador quântico

real; statevector_simulator, para simulação visando obter as amplitudes do

estado final; e unitary_simulator, para obtenção da matriz unitária correspondente

ao circuito.

Para executar o simulador no qasm_simulator, nosso circuito precisa ter pelo

menos uma medição. Afinal, não se pode simular fielmente o funcionamento de um

computador quântico se não houver alguma medição que gere resultado clássico. Para

simular 1024 repetições do circuito em um computador quântico, por exemplo, usamos

os seguintes comandos:

backend = BasicAer.get_backend('qasm_simulator')
job = execute(circuito, backend, shots=1024)

Agora todas as informações da simulação estão armazenadas no objeto job, mas

o formato ainda é difı́cil para um humano ler. Podemos extrair o resultado e realizar uma

contagem de todas as medições obtidas:

resultado = job.result()
contagem = resultado.get_counts()

O objeto contagem é um dicionário do Python — mas o leitor não precisa se

preocupar com isso. Felizmente, o Qiskit já inclui algumas ferramentas de visualização

muito úteis. Por exemplo, o comando plot_histogram(contagem) gera um histo-

grama como da figura 1.19.

O backend statevector_simulator é utilizado de forma semelhante, por

meio dos seguintes comandos:

backend = BasicAer.get_backend('statevector_simulator')
job = execute(circuito, backend)
resultado = job.result()
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Figura 1.19. Visualização do resultado da simulação usando qasm simulator

No entanto, ao ler o resultado estamos interessados em um vetor de estado, e não

em uma contagem de resultados de medições. O comando que devemos utilizar aqui,

portanto, é o seguinte:

estado = resultado.get_statevector()

Se imprimirmos o estado resultante com print(resultado), veremos um

array de números complexos. Este array pode ser manipulado de diversas formas dentro

do Python. O Qiskit provê algumas visualizações úteis, como por exemplo o comando

plot_state_city(estado), que produz gráficos das partes real e imaginária da

matriz densidade de um sistema, como na figura 1.20. Matrizes densidade são uma forma

de representação dos estados de um sistema quântico.

Figura 1.20. Visualização do resultado da simulação usando statevector simulator

Para executar o simulador no unitary_simulator, nosso circuito não pode

ter medições. Afinal, a medição não é uma operação unitária. Os comandos a serem

executados nesse caso são os seguintes:

backend = BasicAer.get_backend('unitary_simulator')
job = execute(circuito, backend)
resultado = job.result()

O resultado dessa vez é uma matriz unitária, que pode ser extraı́da com o seguinte

comando:
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matriz = resultado.get_unitary()

A matriz resultante pode ser manipulada no próprio Python, usando pacotes como

o Numpy.

Além dos backends de simulação mencionados acima, que são executados local-

mente no computador do usuário, o Qiskit também disponibiliza outros backends que

direcionam os jobs para a própria IBM: a maioria deles direciona para computadores

quânticos reais, e um direciona para ambiente de simulação de alto desempenho.

Para usar esses backends, é necessário acessar a conta no IBM Q Experience e

copiar o API Token. Em seguida, deve-se substituir esse token no código abaixo:

from qiskit import IBMQ
IBMQ.save_account('Colar_Token_Aqui')

Isso fará com que um arquivo seja salvo no computador contendo informações

necessárias para contactar os servidores da IBM. Basta executar uma vez em cada com-

putador onde se queira usar o Qiskit. Depois disso, para acessar a conta IBM Q Expe-

rience a partir do Qiskit, será suficiente usar o comando IBMQ.load_accounts().

Para obter uma listagem completa dos backends disponı́veis, usa-se o comando

IBMQ.backends(). Atualmente há quatro backends disponı́veis no IMBQ: ibmqx4,

para executar os circuitos diretamente no computador quântico IBM Q 5 Tene-

rife, de 5 qubits; ibmqx2, para executar no IBM Q 5 Yorktown, de 5 qubits;

ibmq_16_melbourne, para executar no IBM Q 14 Melbourne, de 14 qubits; e

ibmq_qasm_simulator, para executar remotamente no simulador clássico de alto

desempenho, com suporte para até 32 qubits.

Por exemplo, para executar o circuito no IBM Q 5 Yorktown com 1024 repetições,

fazemos o seguinte:

maquina = IBMQ.get_backend('ibmqx2')
job = execute(circuito, maquina, shots=1024)

Com isso, o job entra na fila para ser executado no computador quântico. Note

que a espera pode demorar muitas horas, e o notebook precisa permanecer aberto e com

conexão à Internet. Para saber a posição do job na fila em tempo real, pode-se usar o

seguinte código:

from qiskit.tools.monitor import job_monitor
job_monitor(job)

Quando o job termina de executar, podemos extrair e visualizar o resultado com

comandos muito semelhantes aos que já estamos acostumados:

resultado = job.result()
contagem = resultado.get_counts()
plot_histogram(contagem)
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1.6.3. Implementação do algoritmo de Grover

Agora que já sabemos como implementar circuitos quânticos básicos no Qiskit e como

executá-los em um simulador ou em um computador quântico da IBM, podemos estudar

um exemplo mais sofisticado. O algoritmo de Grover é ideal para isso. Já estudamos esse

importante algoritmo de busca na seção anterior, e já implementamos uma versão dele

usando Qasm. No entanto, como os computadores quânticos da IBM não implementam

diretamente portas com dois ou mais controles, tivemos de fazer uma decomposição do

operador de Grover que foi muito custosa.

Nesta subseção, iremos implementar uma versão melhorada do algoritmo de Gro-

ver para uma lista com N = 4 elementos. Dessa vez usaremos uma decomposição mais

econômica do operador de Grover. Os computadores quânticos atuais ainda acumulam

muitos erros quando executam longas sequências de operações, então para conseguir bons

resultados é importante reduzirmos tanto quanto possı́vel o número de portas quânticas

em nossos circuitos. Para reformular o circuito de Grover, vamos seguir o roteiro da

subseção 1.5.7.

Primeiro, temos que definir os registradores e o circuito quântico. Precisamos de

dois qubits no registrador quântico e dois no registrador clássico.

q = QuantumRegister(2, 'qubit')
c = ClassicalRegister(2, 'bit')
circuito = QuantumCircuit(q, c)

Agora, introduzimos no circuito as portas que vão colocar os qubits em

superposição uniforme:

circuito.h(q[0])
circuito.h(q[1])

Para analisar a evolução parcial do algoritmo, podemos executar o circuito no

backend statevector_simulator já nesse ponto, antes mesmo de ter o circuito

completo. Fazemos isso com comandos que já estudamos na seção anterior:

backend = BasicAer.get_backend('statevector_simulator')
job = execute(circuito, backend)
estado = job.result().get_statevector()
print(estado)

O resultado é o vetor [0.5+0.j 0.5+0.j 0.5+0.j 0.5+0.j], onde j é

a notação do Python para a unidade imaginária. Portanto, o vetor corresponde ao estado
1
2(|00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉).

A próxima etapa é a implementação do oráculo. Para facilitar a visualização,

sugerimos usar o comando barrier entre uma etapa e outra. Esses comandos podem

ser removidos antes de executar o circuito no computador real.

Para construir o oráculo, vamos seguir o roteiro da subseção 1.5.7. Se quiser-

mos executar o circuito no IBM Q 5 Yorktown, podemos usar a seguinte sequência de

comandos:
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circuito.h(q[1])
circuito.cx(q[0], q[1])
circuito.h(q[1])

Simulando novamente o circuito parcial no statevector_simulator, obte-

mos o vetor [ 0.5+0.j 0.5+0.j 0.5+0.j -0.5+0.j], que corresponde ao

estado 1
2(|00〉+ |01〉+ |10〉−|11〉). Portanto, somente o elemento procurado teve sua fase

invertida.

Se preferirmos executar o circuito no IBM Q 5 Tenerife, é recomendável inverter

a posição dos qubits para respeitar o mapa de conectividade do computador. Agora vamos

começar a construir o operador de Grover. Esse operador pode ser implementado com a

seguinte sequência de comandos:

circuito.h(q[0])
circuito.z(q[1])

circuito.x(q[0])
circuito.cx(q[0], q[1])
circuito.x(q[0])

circuito.h(q[0])
circuito.z(q[1])

Simulando novamente o circuito parcial no statevector_simulator, ob-

temos o vetor [ 0.+0.j 0.+0.j 0.+0.j -1.+0.j], que corresponde ao es-

tado −|11〉. Portanto, temos exatamente o elemento que estávamos procurando. Para

outros valores de N, o resultado não seria exato, mas teria uma amplitude suficientemente

alta para o estado procurado.

Finalmente, podemos medir os dois qubits que armazenam o elemento procurado

e salvar o resultado no registrador clássico:

circuito.measure(q, c)

Agora, para visualizar o circuito, usamos os comandos que já aprendemos. O

resultado está na figura 1.21.

Figura 1.21. Circuito quântico para algoritmo de Grover implementado no Qiskit

O simulador statevector_simulator não funciona se houver uma

medição, portanto não podemos mais executá-lo. No entanto, podemos executar o simu-
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lador qasm_simulator, que nos dará 100% de medições resultando no estado |11〉.
Se quisermos executar o circuito no computador quântico da IBM, usamos os seguintes

comandos:

job = execute(circuito, backend=maquina, shots=1024)
res = job.result()
contagem = res.get_counts()

Como o computador quântico real não é perfeito, não devemos esperar que 100%

das medições sejam do estado procurado. O resultado obtido em nosso teste foi o se-

guinte: dentre 1024 rodadas, o estado |00〉 foi obtido 22 vezes, o estado |01〉 foi obtido 58

vezes, o estado |10〉 foi obtido 114 vezes, e o estado |11〉 foi obtido 830 vezes. Portanto,

obtivemos o elemento procurado em 81% das vezes. Na figura 1.22 temos o histograma

correspondente.

Figura 1.22. Resultado da execução do algoritmo de Grover no IBM Q 5 Yorktown

O leitor deve notar que o circuito dessa seção ficou bastante compacto, principal-

mente se comparado com a primeira versão do algoritmo de Grover que apresentamos.

Isso só foi possı́vel pois no final da seção anterior nos dedicamos a reescrever o circuito

da forma mais eficiente possı́vel. Essa busca pelo melhor circuito possı́vel é, atualmente,

a parte mais desafiadora na programação de computadores quânticos. Convém ressaltar

que o Qiskit permite incluir portas bastante sofisticadas no circuito quântico, e já cuida

das decomposições automaticamente. Se incluirmos, por exemplo, uma porta Toffoli, ou

um CNOT que não respeite o mapa de conectividade do computador quântico, o Qiskit

consegue “compilar” o circuito de modo que ele seja executável no hardware real. Em

princı́pio, isso poderia simplificar bastante nosso trabalho de escrever programas em Qis-

kit, porém geraria circuitos muito maiores depois de compilados. Como os computadores

quânticos atuais ainda possuem baixo tempo de coerência, um circuito maior representa

também uma taxa de erros muito maior.
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